Ubersetzt aus dem Englischen von einem Booklet von Loughborough University von Lara
Alcock, Mark Hodds, Matthew Inglis. Ubersetzung Julia Goedecke (TU Dresden)

Wie man Beweise liest: die Strategie der ,Selbst-Erklarung’

Es hat sich gezeigt, dass die Strategie der Selbst-Erkldrung’ in vielen verschiedenen Fach-
richtungen das Probleml&sen und Verstindnis von Lernenden verbessert. Sie kann auch lhnen
helfen, mathematische Beweise besser zu verstehen: in einer Studie in GroBbritannien haben
Studierende die englische Version dieser Materialien durchgearbeitet und danach einen Be-
weis gelesen. In einem anschlieBenden Verstandnistest liber den Beweis hat diese Gruppe von
Studierenden ein 30% besseres Ergebnis erzielt als die Kontrollgruppe.

Wie Selbst-Erkldrung funktioniert
Um lhr Verstindnis eines Beweises zu verbessern, sollten Sie eine Reihe von Techniken an-
wenden.

Nach dem Lesen jeder Zeile:

e Versuchen Sie, die Hauptideen des Beweises zu identifizieren und auszuarbeiten.

e Versuchen Sie jede Zeile mit vorherigen ldeen zu erklaren. Dies kdnnten ldeen aus
den Informationen des Beweises sein, oder Beispiele von vorherigen Theoremen und
Beweisen, oder Ideen aus lhrem eigenen Vorwissen des Themengebiets.

e Denken Sie iiber die Fragen nach, die entstehen, wenn neue Informationen lhrem der-
zeitigen Verstandnis widersprechen.

Bevor Sie mit der ndchsten Zeile des Beweises fortfahren, sollten Sie sich folgendes fragen:

e Verstehe ich die Ideen, die in dieser Zeile benutzt werden?

Verstehe ich, warum diese Ideen benutzt werden?

Wie sind diese ldeen verbunden mit anderen ldeen im Beweis, anderen Theoremen,
oder meinem Vorwissen?

Hat die Selbst-Erkldrung, die ich mir iiberlegt habe, mir geholfen, meine Fragen zu
beantworten?

Auf der nichsten Seite finden Sie ein Beispiel von moglichen Selbst-Erklarungen, die von
Studierenden erzeugt wurden, wihrend sie einen Beweis zu verstehen versuchten. (Die Kenn-
zeichnungen ,,(Z1)" usw. stehen fiir Zeilennummern.) Bitten lesen Sie das Beispiel aufmerk-
sam durch, damit Sie verstehen, wie Sie diese Strategie in ihrem eigenen Lernen anwenden
kdnnen.


https://www.lboro.ac.uk/departments/maths-education/research/mathematical-cognition/self-ex-training/

Beispiel einer Selbst-Erklarung

Theorem

Keine ungerade ganze Zahl kann als Summe von drei geraden ganzen Zahlen ausgedriickt
werden.

Beweis

(Z1) Angenommen, es gilt das Gegenteil: es gibt eine ungerade ganze Zahl x mitz = a + b + ¢,
wobei a, b und ¢ gerade ganze Zahlen sind.

(Z2) Dann gibt es ganze Zahlen k, [ und m, sodass a = 2k, b = 2l und ¢ = 2m.
(Z3) Alsoist x =a+b+c=2k+20+2m =2(k+1+m).
(Z4) Daraus folgt, dass = gerade ist. Widerspruch.

(Z5) Daher kann keine ungerade ganze Zahl als Summe von drei geraden ganzen Zahlen
ausgedriickt werden. 0

Nach dem Lesen dieses Beweises hat ein:e Leser:in folgende Selbst-Erklarungen erstellt:

e , Dieser Beweis benutzt die Methode ,Beweis durch Widerspruch®."

e .Da a, b und c gerade Zahlen sind, miissen wir die Definition von geraden Zahlen
benutzen, was in Z2 passiert."

e , Der Beweis setzt dann diese Ausdriicke fiir a, b und c in die Gleichung fiir x ein.”

e , Die Formel fiir x wird dann vereinfacht, und es wird gezeigt, dass sie auch die Defi-
nition einer geraden Zahl erfiillt: Widerspruch."

e ,Also kann keine ungerade ganze Zahl als Summe von drei geraden ganzen Zahlen
ausgedriickt werden."



Selbst-Erklarung im Vergleich zu anderen Kommentaren

Sie sollten sich dariiber klar sein, dass die Selbst-Erklarungsstrategie nicht das selbe ist wie
Selbstiiberwachung (monitoring) oder Umformulierung. Diese beiden Techniken werden lh-
nen nicht so viel helfen wie Selbst-Erklarung.

Umformulierung
»a, b und ¢ miissen positive oder negative ganze Zahlen sein."

In dieser Aussage ist keine Selbst-Erklarung vorhanden. Es sind keine zusatzlichen Informa-
tionen hinzugefiigt oder mit der Aussage verbunden worden. Der/die Leser:in benutzt nur
andere Worter, um die Information zu umschreiben, die im Text durch die Worter , gerade
ganze Zahlen" reprasentiert ist. Sie sollten solche Umformulierungen vermeiden, wahrend Sie
selbst einen Beweis verstehen wollen. Umformulierung wird lhnen dabei nicht so viel helfen
wie Selbst-Erklarung.

Selbstiiberwachung
, Ok, ich verstehe, dass 2(k 4+ [ 4+ m) eine gerade ganze Zahl ist."

Diese Aussage zeigt nur die Gedanken des/der Lesenden. Es ist nicht das selbe wie Selbst-
Erklérung, weil der/die Studierende den Satz oder Ausdruck nicht mit anderen Ideen im Text
oder aus dem eigenen Vorwissen verbindet. Fokusieren Sie sich bitte auf Selbst-Erklarung
statt auf Selbstiiberwachung.

Eine mogliche Selbst-Erklarung des selben Satzes ware:

,OK, 2(k+1+m) ist eine gerade ganze Zahl, weil die Summe von drei ganzen Zahlen wieder
eine ganze Zahl ist, und 2 mal eine ganze Zahl ist eine gerade (ganze) Zahl."

In diesem Beispiel identifiziert der/die Lesende die Hauptideen im Text und arbeitet sie
aus. Er/sie benutzt Informationen, die bereits gegeben sind, um die Logik des Beweises zu
verstehen.

Dies ist der Ansatz, den Sie nach jeder Zeile des Beweises implementieren sollten, um lhr
Verstindnis des Stoffes zu verbessern.



Ubungsbeweis 1

Bitte lesen Sie nun diesen kurzen Beweis und erklaren Sie sich selbst jede Zeile, entweder
im Kopf oder mit Notizen auf Papier, unter Verwendung der Ratschldge auf den vorherigen
Seiten.

Theorem

Es gibt keine kleinste positive reelle Zahl.

Beweis
Wir nehmen das Gegenteil an: dass es eine kleinste positive reelle Zahl gibt.

Es gibt also, nach dieser Annahme, eine reelle Zahl r, sodass fiir jede positive reelle Zahl s
gilt: 0 <r < s.

Betrachte m = 3.
Dannist 0 <m < 7.
Dies ist ein Widerspruch, da m eine reelle positive Zahl kleiner als r ist.

Also gibt es keine kleinste positive reelle Zahl. 0



Ubungsbeweis 2

Hier ist ein etwas komplizierterer Beweis als Ubung. Erinnern Sie sich: benutzen Sie Selbst-
Erklarung nach jeder Zeile des Beweises, die Sie lesen, entweder im Kopf oder auf Papier.

Definition

Eine abundante (vom lateinschen abundans ,iiberladen) Zahl ist eine positive ganze Zahl
n mit der Eigenschaft, dass die Summe aller Teiler von n groBer als 2n ist.

Zum Beispiel 12 ist abundant, weil 1 +2+3+4+6 4+ 12 > 24.

Theorem

Das Produkt von zwei verschiedenen Primzahlen ist nicht abundant.

Proof
Sei n = pip2, Mit p1 und psy verschiedene Primzahlen.
Wir kénnen annehmen, dass 2 < p; and 3 < ps.

Die Teiler von n sind 1, p1, p2 und pipo.

1
Bemerke, dass Pt eine abnehmende Funktion von pq ist.
P —
. 1 2+1
Also ist max Pt p1 €N :L:?).
pr—1 2—-1
1
Daher ist 2! + < pa.
p1—1
Also ist p1 + 1 < p1ps — po.
Daraus folgt p1 + 1 + p2 < p1p2.
Daher ist 1 + p1 + p2 + pip2 < 2pip2. 0



Denken Sie daran...

Die Anwendung der Selbst-Erklarungsstrategie verbessert nachweislich das Verstandnis von
mathematischen Beweisen in Studierenden. Versuchen Sie die Strategie jedesmal zu benut-
zen, wenn Sie einen Beweis lesen, ob in der Vorlesung, lhren Notizen oder einem Buch.



