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Einleitung

Warum sollen Sie Lineare Algebra horen?

o Sie studieren Mathematik, nicht nur Schulmathematik, und Lineare Algebra gehort zur Grund-
ausbildung.

o Sie sollen mathematisches Denken lernen (logisches, abstraktes Denken, Problemlosen, Zu-
sammenhéange finden, usw.). Das lernt man nur an Beispielen, und dies ist eins.

o Teile des Stoffs sind relevant fiir Schulstoff (je nach Schulart unterschiedlich)

Ubersicht

In der linearen Algebra geht es um Vektoren, Matrizen und Skalare (die ,Zutaten“), und deren
Strukturen und Eigenschaften (Zusammenhénge).
Etwas mehr iiber die Zutaten: Es gibt
1 s o
o Vektoren, z.B. <2> oder | 5|oder [ : [oderwv, ..
4 T,
o Skalare, also reelle Zahlen, z.B. 0.5, v/2, A, ...

1 2
¢ Matrizen, z.B. 0 oder 300 ) e
0 1 6 1 2

¢ und noch ein paar abstraktere Konzepte.
Einige der wichtigsten Sachen, die wir mit diesen Zutaten machen, sind

¢ Linearkombinationen:

- Vektoraddition z.B. 3 + 2 = 5
5 1 6

1 3
- skalare Multiplikation z.B. 3- |3 |=| 9
5 15
In Verbindung geben diese beiden Operationen eine Linearkombination:
1 -1 1
3-13|+5-| 2 |-v2-|o0
5 6 0
Linearkombinationen sind einer der roten Faden im Kurs und werden eine wichtige Rolle

spielen.
¢ Matrizen agieren auf Vektoren durch Matrixmultiplikation, z.B.

b 1)6)-()-0)

Wir werden lernen, wie das geht.
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KAPITEL 0. EINLEITUNG MOTIVIERENDE ZUSAMMENHANGE

Wofiir stehen Vektoren?

o Ein Pfeil /eine Familie von Pfeilen in der Ebene oder im Raum.

¢ Ein Punkt (in der Ebene oder im Raum, oder in héherdimensionalen ,Rdumen®).
Experimentaldaten: n verschiedene Messungen.

Logistik: z.B. die Position von Lastwagen in verschiedenen Fabrikhallen.

Bilder: ,hugh, saturation and brightness* und Position des Pixels.

Viele mehr.

(SRR

Wofiir stehen Matrizen?

o Eine Abbildung, die einen Vektor auf einen anderen Vektor schickt.
¢ Ein lineares Gleichungssystem.

o Daten (siehe oben)

o

Was heifst ,linear?

Intuitiv hat es etwas mit ,,Linien” zu tun, also Geraden, im Gegensatz zum Beispiel zu quadratischen
Parabeln usw. Genauer heifst linear, dass wir Vektoren oder Variablen addieren kénnen und mit
einem Skalar multiplizieren, aber wir kdnnen sie nicht quadrieren, die Wurzel ziehen, sin, cos, log,
Exponentialfunktion anwenden, ...

Wir werden sehen, dass selbst diese sehr stark scheinende Einschrankung noch ein reiches Teilgebiet
der Mathematik liefert.

Motivierende Zusammenhinge

Lineare Gleichungssysteme (LGS) sind auch ein roter Faden in der linearen Algebra. Wir
kénnen drei Schreibweisen betrachten:

a11r1 + -+ ainTy = b ail -+ Gin 1 by
ail ain by
T +ot Ty . = B
a’!nl s (I‘T’]rﬂr "I‘.Wr bm
aAm1T1 + -+ AGma®n = by am1 Amn bm
oder
Ax =0
Zeilendarstellung Spaltendarstellung Matrixdarstellung
¢ iibliche Sicht in der Schule  gibt Kontext fiir gibt Kontext fiir
o geometrische Sicht: o Vektorsicht o Sicht der linearen
Schnittpunkte von ¢ Linearkombination und Abbildungen
Geraden, Ebenen, ... Spann ¢ Kern und Bild
¢ lineare Unabhingigkeit ¢ Determinante
o Basis o Invertierbarkeit

und fiihrt weiter zu
o Eigenvektor, Eigenwert

(die wiederum das Losen von
LGS brauchen.)

Lésungwege fiir LGS benutzen Zeilenumformungen (und versteckte Matrixmultiplikation). Die
selben Algorithmen helfen beim Berechnen von Determinanten und inversen Matrizen.

Die Struktur der Lésungsmenge, also die Frage ,Wie viele Losungen gibt es, wie héngen sie
zusammen®, fithrt zu

¢ Unterrdumen,

¢ linearer Unabhéngigkeit und Spann,
o Invertierbarkeit,

¢ Basis und Dimension.

LAAG Seite 2 erstellt von Julia Goedecke, 2024



KAPITEL 0. EINLEITUNG ANWENDUNGEN

Anwendungen

Warum ist Lineare Algebra in der Welt niitzlich und wichtig? Warum gehort es zur Grundausbil-
dung der Mathematik?

Es wird in vielen vielen Bereichen der Mathematik, Naturwissenschaften, Ingenieurwissenschaften
und dariiber hinaus benutzt.

<

D R R R R

Funktionen (mit Hilfe von Tangenten) durch Geraden zu approximieren gibt eine lineare Si-
tuation. Dies ist hilfreicher als man vielleicht erst denkt.

Benutzt zum Losen von Differenzialgleichungen.

Kann in Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik benutzt werden.

Benutzt in Machine Learning/ kiinstliche Intelligenz.

Benutzt in verschiedenen Methoden in der Numerik.

Benutzt in analytischer Geometrie.

Viele viele mehr...
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KAPITEL 1

Vektoren und Matrizen

A. Vektoren

Sind Vektoren Pfeile? Familien von Pfeilen? Punkte? Daten?
Um die vielen verschiedenen Interpretationen zu vereinen (und weitere Beispiele dariiber hinaus
zu ermoglichen), arbeiten wir mit einer algebraischen Darstellung von Vektoren.

Definition 1.1: Ein Spaltenvektor (kurz Vektor) ist eine Spalte aus n Eintragen, die (bei
uns) aus reellen Zahlen bestehen.
Die Menge aller Spaltenvektoren mit n reellen Eintrigen wird als R™ bezeichnet.

T

4 L2
Zum Beispiel ( ), (x) eR?, | —2 | e R3, © | eR"™ Aber auch 5 R = R.
0 Tn—1

Ty
Fiir n = 2 oder n = 3 kdnnen wir uns Vektoren als Punkte in der Ebene oder im Raum vorstellen,
oder als Vektor vom Ursprung zu diesem Punkt (,,Ortsvektor*), oder als Familie von Vektoren, die
diese Differenz zwischen Anfangs- und Endpunkt gemeinsam haben.

i R e
() 0 S

Wir konnen zwei Vektoren mit derselben Anzahl von Eintrégen addieren. Geometrisch addieren
wir Vektoren (als Familie von Pfeilen vorgestellt), in dem wir einen Pfeil an das Ende des anderen
setzen und den Ursprung mit diesem neuen Endpunkt verbinden.

Algebraisch entspricht dies der Addition in jeder Komponente, wie wir in diesem Beispiel in R?
sehen.

(%)

(o) (o) = () = () o () (2 - () - (557)
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN VEKTOREN

Oder in R3:

&
L
n .
—————— ==

Es ist schwieriger im Raum zu zeichnen. Sie kdnnen sich dieses Bild in GeoGebra anschauen und
drehen und damit herumspielen, um es besser zu verstehen.
Die algebraische Darstellung der Addition macht auch klar, dass die Reihenfolge keine Rolle spielt,

e ()-(2)- -1

Wir koénnen einen Vektor auch mit einer reellen Zahl skalieren: geometrisch behalten wir die Rich-
tung bei und verdndern nur die Linge des Vektors.

s ©

2.5

1.5 -1

[JLRIN

/lﬁ
= W
ot

~____
Il

|

N =~

~__—

s(0)-00) ma s ()-0) 2(30)-(2) m

Auch dies funktioniert algebraisch.

Definition 1.2: Die Vektoraddition und die skalare Multiplikation in R" sind kompo-
nentenweise definiert:

1 Y1 T+ T ATy
T2 Yo T2 + Y2 2 Az
+ = und A =
Tn—1 Yn—1 Tn—1 + Yn—1 Tn—1 )\SL’n,1
T, Yn Tn, + Yn T, AT

Wir addieren separat pro Eintrag, und multiplizieren jeden Eintrag des Vektors mit dem Skalar.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN GERADEN UND EBENEN

)

Wir haben also fiir Vektoren mit zwei oder drei Eintrigen sowohl eine geometrische als auch eine
algebraische Methode fiir die Vektoraddition und skalare Multiplikation. Fiir Vektoren mit mehr
Eintragen kann man sich die geometrische Version nur noch sehr schwer vorstellen (oder gar nicht).
Deshalb heifst es auch lineare Algebra, da oft die algebraische Version besser zu handhaben ist.
Dennoch hilft uns die geometrische Visualisierung in der Ebene und im Raum auch im iibertragenen
Sinne fiir die Situationen mit mehr Eintrégen.

€1

3
Ubung 1.3: Berechnen Sie: ©0-] o ( ?11 ) + (
-2

OJ‘JM—'N:

n

x
Notation 1.4: Bisher haben wir Vektoren immer ausgeschrieben, zum Beispiel als | : |. Oft ist

Tn
es niitzlich, einen Vektor nur mit einer Variable zu beschreiben, zum Beispiel u, v € R™. Wir kénnen
dann bei Bedarf immer noch die einzelnen Komponenten betrachten.
Den Vektor, bei dem alle Eintrdge Null sind, nennen wir auch Nullvektor und schreiben ihn als
0 € R™. Hier muss aus dem Kontext klar sein, wie viele Eintrége der Vektor hat.
Es gibt bestimmte Konventionen iiber den Gebrauch von Buchstaben in der Mathematik. Wir
benutzen zum Beispiel oft u, v, w als Vektoren, aber auch manchmal x,y. Diese kénnten dann die
Komponenten z1,xs, ... haben. Wir benutzen oft A, u, v als Skalare, aber auch r, s, ¢ sind hierfiir
iiblich.
Oft hingt es auch am Kontext, welcher Buchstabe fiir ein bestimmtes Objekt am geeignetsten
erscheint. Das wichtigste ist, alle Variablen richtig zu definieren, damit wir nicht raten miissen,
welches mathematisches Objekt sie reprisentieren.

B. Geraden und Ebenen

Aus der Schule kennen Sie (wahrscheinlich) zwei Schreibweisen fiir Geraden:
y=mx+b
Hier ist m die Steigung der Gerade, und b der Schnittpunkt mit der y-Achse.

Oder mit Vektoren:
x Uy by
=t + "

Hier ist 2 = m die Steigung, und die Gerade geht durch den Punkt (1)

Ul m
by
by )

Wir nennen ¢ einen Parameter, der alle reellen Zahlen durchlduft. Man kann sich das so vorstellen,
als ob sich mit ¢ die Zeit dndert, und der Punkt sozusagen auf der Gerade lauft.

Ubung 1.5: Wie wiirden Sie die Gerade {t (?)

te R} in der Form y = ma + b schreiben?

Von diesen beiden Formen eignet sich die zweite gut zur Verallgemeinerung in hoherdimensionale
Réume.

Definition 1.6: Eine Gerade in R" ist eine Menge der Form {b+ ¢ - u | t € R} mit b,u € R"
und u # 0.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN GERADEN UND EBENEN

Hier ist b € R™ ein Punkt auf der Geraden, und u gibt uns die Richtung der Geraden. Wir kénnen
b den Stiitzvektor nennen, und v den Richtungsvektor oder Spannvektor. Die Bedingung
u # 0 garantiert uns, dass die Menge wirklich eine Gerade ist und nicht nur ein Punkt.

Diese Beschreibung einer Gerade nennt man auch Parameterform.

Am besten vorstellen kénnen wir uns Geraden in R? und R3, also in der Ebene und im Raum.

Beispiele 1.7:

46) ()

den Punkt ; . Wir schreiben dann oft einfach <{¢ <;

te R} ist die Gerade in R? durch den Ursprung und

4
teR;. 1
2 2

o Jeder Vektor ergibt eine Gerade durch den Ursprung. Doch sind manche

. . 1 2 3
dieser Geraden gleich: {t <2> te R} = {t (4) te R} oder 2 g
1 -3 2 -1 _
t)12|teRy=4t|—-6]teR, = 4+t -2]teRrR 4
3 -9 6 -3

¢ Es gibt auch Geraden, die nicht durch den Ursprung gehen, zum Beispiel

{(0) ()

dies ist der Richtungsvektor, und bei einer Gerade, die nicht durch den Ursprung geht,
kein Punkt auf der Geraden. Wenn zum Beispiel ¢ = 1 ist, bekommen wir den Punkt

()-()-()

-5
te R}.Wir sehen im Bild, dass die Gerade auch nicht durch 1 geht:

In solch einer Geraden kommen also Vektoraddition und skalare Multiplikation zusammen.
Es kann einem zuerst seltsam vorkommen, dass wir uns b als Punkt und w als Pfeil (oder
Familie von Pfeilen) vorstellen, obwohl beides Vektoren sind. Diese Flexibilitit der Vorstellung
ist oft hilfreich, und man kann sich recht gut daran gewtShnen, welche Vorstellung in einer
bestimmten Situation am hilfreichsten ist, und wie man zwischen ihnen wechselt. Spéater in
der Didaktik werden Sie noch Probleme dieser Vorstellung ,,Stiitzvektor plus Richtungsvektor
kennenlernen, aber fiir diesen Moment ist es vielleicht hilfreich. Im Zweifelsfall konnen wir
immer noch einfach die Algebra benutzen.

Wir betrachten Geraden als ein-dimensionale Objekte. Wir haben diesen Begriff noch nicht
formal definiert (das kommt erst in Kapitel 5), aber haben wahrscheinlich schon etwas Intuition:
Wir kénnen uns auf einer Geraden nur in eine Richtung bewegen (vor und zuriick). Es kann hilfreich
sein, sich dies als ,einen Freiheitsgrad” vorzustellen: ich kann genau eine reelle Zahl wéhlen, ndmlich
den Parameter ¢, um einen Punkt auf der Geraden genau zu bestimmen.

I"Jbung 1.8:

a) Sei {t-u |t € R} eine Gerade durch den Ursprung in R", und seien v; = tyu und ve = tou
zwei Punkte auf dieser Geraden. Zeigen Sie, dass die Summe vy +vo auch auf der Geraden
liegt, und ein skalares Vielfaches Avy (fiir A € R) ebenso.

LAAG Seite 7 erstellt von Julia Goedecke, 2024



KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN GERADEN UND EBENEN

b) Sei nun {b+t-u |t € R} eine Gerade in R, die nicht durch den Ursprung geht. Zeigen
Sie, dass die Summe von zwei Punkten auf dieser Gerade nicht wieder auf der Geraden
liegt.

Die obigen Beispiel werfen folgende Fragen auf:
o Wie konnen wir erkennen, ob eine Gerade durch den Ursprung geht oder nicht?
¢ Wie konnen wir erkennen, ob zwei Geraden gleich sind?
¢ Wie konnen wir erkennen, ob zwei Geraden parallel sind?

Ubung 1.9: Benutzen Sie Beispiele, ausgehend von den oben gegebenen, um selbst Ant-
worten auf diese Fragen zu finden. Finden Sie Formeln, die Ihnen helfen? Koénnen Sie Ihre
Aussagen beweisen?

Betrachten wir nun Ebenen. Diese haben zwei Freiheitsgrade, also sollten wir zwei Parameter
erwarten.

Definition 1.10: Eine Ebene in R" ist eine Menge der Form
{b+ su+tw]s,teR}

wobei b, u,w € R™ so sind, dass v und w ungleich Null sind und nicht in dieselbe Richtung
gehen.

Koordindatenform und Normalenform folgen spéter noch.

Bei Geraden hatten wir nur die Bedingung u # 0 fiir den Richtungsvektor, die garantiert, dass die
Menge nicht nur ein Punkt ist. Nun haben wir eine zusétzliche Bedingung. Wir nehmen an, dass
sie dazu da ist, zu verhindern, dass die Menge nur eine Gerade ist.

Was bedeutet ,nicht in dieselbe Richtung gehen* genau? Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiele 1.11: ¢ Ebenso wie fiir Geraden kann eine Ebene durch den Ursprung gehen. Zum
Beispiel ist dies die z,y-Ebene in R?:

1 0
s|Oof|+¢t]|1]ls,teR
0 0
s
Jeder Vektor in dieser Ebene hat die Form | ¢
0
¢ Ebenso gibt es die z, z-Ebene und die y, z-Ebene:
1 0 0 0
s1O|+t]0]ls,iteR s|1|+t]0]ls,teR
0 1 0 1
¢ Eine weitere Ebene durch den Ursprung ist
1 0
s|1|+t]O0]|ls,teR
0 1

Sie konnen diese Ebene in GeoGebra rotieren um verschiedene Blinkwinkel zu erlangen.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN VEKTORRAUM R"

Nicht-Beispiel 1.12: Ist dies auch eine Ebene?

1 3
s1]+t]3]ls,teR
0 0

Algebraisch kénnen wir dies zu (s + 3t) - (i) vereinfachen. Die zwei Vektoren (i) und (%)

geben keine verschiedenen Richtungen an, sondern nur eine. Dies ist also keine Ebene, sondern
eine Gerade.

Wir kénnen unseren Fragen iiber Geraden also noch mehr Fragen hinzufiigen:
o Wann ist eine Menge {b + su + tw | s,t € R} wirklich eine Ebene?
o Wann geht eine Ebene durch den Ursprung?
¢ Wann sind zwei Ebenen gleich?

Ein Konzept, was uns bei der ersten Frage hilft, ist die Kollinearitét.

Definition 1.13: Zwei Vektoren u,v € R™ heiften kollinear wenn einer der beiden ein skalares
Vielfaches des anderen ist: u = A\v fiir ein A € R (oder anders herum).

Der Zusatz ,oder anders herum® deckt den Fall v = 0 ab. Dieser Nullvektor ist kollinear mit jedem
anderen Vektor, weil 0 = 0 - w fiir jeden Vektor w € R™. Man konnte statt dessen auch sagen:
pu = v fiir A, p € R, dann hat man beide Moglichkeiten abgedeckt.

Zwei Vektoren, die nicht kollinear sind, heifsen unabhiingig. Fiir eine Ebene brauchen wir zwei un-
abhingige Richtungsvektoren. Dies ist ein Beispiel des Konzepts der linearen Unabhéingigkeit,
das wir spéter noch genauer untersuchen werden.

Ubung 1.14: Bestimmen Sie, welche dieser Mengen Ebenen sind. Fiir jede Ebene, bestimmen
Sie, ob sie durch den Ursprung geht.

1 8 1 1 0
a)ss|0]+t|2]s,teR b) 1|{+s|2]+t]4]ls,teR
4 0 1 0 2

3 1 -2 1 3 1
c) 1|+s|0of+¢t| 0 ||s,;teR d) 2|+s|6]+t]2]ls,teR
1 3 —6 1 2 1
-1 -2 1
e) 3 |+s| 6 |+t] -3|ls,teR
v \e)

Man kann auch von Ebenen oder von Geraden und Ebenen usw. Schnittpunkte bestimmen. Dies
machen wir etwas spéter, wenn wir mehr Werkzeuge haben, die das noch viel leichter machen.

C. Vektorraum R"

Wir betrachten jetzt die Struktur der Vektoren in R” etwas genauer.
Die Vektoraddition und skalare Multiplikation kénnen wir vereinen:

Definition 1.15: Eine Linearkombination von Vektoren wu,v ist ein Ausdruck der Form
Au + pv, mit Skalaren A, u € R.

Dieses Konzept wird eine sehr wichtige Rolle im Kurs spielen.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN VEKTORRAUM R"

Beispiele 1.16: ¢ Mit A = p = 1 sehen wir, dass die Summe zweier Vektoren ein Beispiel
einer Linearkombination ist.

o Mit p = 0 ist auch ein Vielfaches Au eine mogliche Linearkombination.

o Wir kénnen auch Linearkombinationen von mehr als zwei Vektoren haben:

1 0 0
AMO|+pll]+v]oO0
0 0 1

ist eine Linearkombination von drei Vektoren. (v wird ,nii“ ausgesprochen.)

Ubung 1.17: © Wenn v € R” beliebig ist , was ist dann 0 - v?
1
¢ Kann man jeden Vektor <x> € R? als Linearkombination von <0>’ (?) schreiben?
Y

1 1 0 0 0
1
¢ Kann man jeden Vektor 2 € R* als Linearkombination von 0 , , 0 , 0
T3 0 0 1 0
Tq 0 0 0 1

schreiben? Geht dies auch als Linearkombination aus nur den ersten drei Vektoren?

Vektoraddition und skalare Multiplikation erfiillen bestimmte Eigenschaften. Manche dieser Eigen-
schaften kennen wir schon aus dem Kurs Grundlagen (im weiteren als MAGL abgekiirzt): R™ mit
Vektoraddition bildet eine kommutative Gruppe. Die Eigenschaften der skalaren Multiplikation
schreiben wir hier auch auf.

A\ Vorsicht: wir diirfen skalare Multiplikation nicht mit der Multiplikation in einem Ring verwech-
seln: in einem Ring oder Koérper (bekannt aus MAGL) multiplizieren wir zwei Elemente der selben
Menge. Bei der Skalarmultiplikation haben wir zwei verschiedene Objekte: einen Skalar und einen
Vektor, und das Ergebnis ist wieder ein Vektor.

Wir kommen spater noch mal auf diese Vektorraumeigenschaften zuriick.

Proposition 1.18: (Eigenschaften von Vektoraddition und skalarer Multiplikation)
Fiir beliebige Vektoren u,v,w € R™ und Skalare \, u € R gilt:

VAO u+veR" (Abgeschlossenheit unter Vektoraddition)
VAl v+0=v=0+w. (Nullvektor)
VA2 Es gibt —v mit v + (—v) =0 = (—v) + v. (Negative)
VA3 (u+v)+w=u+ (v+w) (Assoziativitdt der Vektoraddition)
VAj u+v=v+u (Kommutativitit der Vektoraddition)
SM0 MveR™ (Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation)
SM1 1-v=vw (Einheitsskalar)
SM2 A (uv) = (- pv (Assoziativitdt der Skalarmultiplikation)
SM38 (A4 p) v= A+ v (Distributivitit von Skalarmult dber reelle Addition)
SM4  AMu+v) =Au+ v (Distributivitit von Skalarmult dber Vektoraddition)

Wir nennen jede Struktur, die alle obigen Eigenschaften erfillt, einen Vektorraum.

Die negativen Vektoren sind also die additiven Inversen in der additiven Gruppe (R™,+).

BEWEIS. Da Vektoraddition und Skalarmultiplikation komponentenweise definiert sind, gehen
alle diese Eigenschaften auf die Korpereigenschaften von R zuriick. Diese werden dann jeweils in
jeder Komponente angewendet. Man kann es auch leicht fiir R? oder R? ausprobieren, und dann
sieht man, dass sich fiir Vektoren aus R™ auch nichts dndert. O

Wir werden spéter sehen, dass nicht nur R™ diese Eigenschaften erfiillt, sondern auch andere
Strukturen. Solche Vektorrdume sind der Kontext oder das Fundament der linearen Algebra.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN MATRIZEN

VA steht fiir Vektoraddition, und SM steht fiir Skalarmultiplikation. Warum fangen wir mit 0 an?
Weil die Definition von Vektoraddition und Skalarmultiplikation eigentlich schon diese Abgeschlos-
senheit voraussetzt. Aber es ist sehr niitzlich, diese beiden Eigenschaften trotzdem in unsere Liste
mit aufzunehmen, damit wir sie spéter nicht vergessen, wenn wir etwas priifen wollen.

Ein kleiner Kommentar zur Wichtigkeit von Assoziativitidt: Man konnte meinen, dass diese Ei-
genschaft nicht sehr wichtig ist, sie ist doch immer wahr, oder? Nein! Die Operation “hoch” erfiillt
sie zum Beispiel nicht: Ist 26°) = (23)2? Nein! 26”) = 29 und (2%)2 = 26.

D. Matrizen

Unsere zweite wichtige Zutat fiir Lineare Algebra sind Matrizen.

Definition 1.19: Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von Eintrigen (aus R):

a1  aiz - Qin

aml Am2 - (mn
Eine Matrix hat Zeilen und Spalten. Wir bezeichnen die Gréfie der Matrix mit m x n,
wobei m die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten ist. Wir schreiben M,, ,, fiir die
Menge aller m x n-Matrizen. Wenn m = n, wenn also eine Matrix die gleiche Anzahl Zeilen
wie Spalten hat, nennen wir sie eine quadratische Matrix.

Wofiir steht eine Matrix, oder was bedeutet sie? Die Antwort: es gibt viele Moglichkeiten, abhéngig
vom Kontext! Eine Matrix kann folgendes représentieren:

¢ eine Ansammlung von Daten,

o eine Abbidlung, die Vektoren einer bestimmten Lange auf andere Vektoren schickt,

¢ ein lineares Gleichungssystem,

¢ oder noch andere Moglichkeiten.
In diesem Kurs konzentrieren wir uns zumeist auf Matrizen als Abbildungen, und als lineare Glei-
chungssysteme. Fiir beides miissen wir wissen, wie man eine Matrix mit einem Vektor multipliziert.
Aber wir machen erst einmal ein paar einfachere Dinge mit Matrizen.

Notation 1.20: Wir schreiben Matrizen iiblicherweise mit Grofbuchstaben A, B, C' usw., oder

vielleicht M. Wir schreiben a;; oder A;; fiir die Eintrége von A: der erste Index ¢ gibt die Zeile
und der zweite Index j die Spalte.

Beispiele 1.21: ¢ A = (1 O) ist eine 1 x 2-Matrix mit Eintrdgen a;; = 1 und a;3 = 0.
1 0Y\. . . . . .
o 01 ist eine 2 x 2-Matrix. Dies ist eine quadratische Matrix.

_2
o B = 5

© W

1
2_| ist eine 2 x 3-Matrix. Einige der Eintriige sind bjp = —2, by3 = /3.

w T V3
¢ Ein Vektor in R™ kann auch als n x 1-Matrix betrachtet werden.
¢ Eine 1 x 1-Matrix ist einfach eine Zahl: z. Wir lassen dann fiir gew6hnlich die Klammern
weg.

a1 a2
¢ | as1 a9o | ist eine allgemeine 3 x 2-Matrix.

asr as2
Viele Beispiele in diesem Skript und auch in Lehrbiichern benutzen unverhéltnisméfig oft
ganzzahlige Eintrdge. Das ist nur, weil wir Menschen es leichter finden, mit ganzen Zahlen
zu rechnen. Wenn wir also ein neues Konzept erkldren wollen, machen wir den Kontext so
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN MATRIZEN

angenehm wie moglich. Im ,echten Leben® gibt es nicht so viele ganze Zahlen. Aber wir
kénnen ja auch Computer zum Rechnen benutzen, wir miissen nur die Konzepte verstehen.
Und das kénnen wir genauso gut mit ganzen Zahlen lernen.

Definition 1.22: Zwei Matrizen A und B sind gleich wenn sie die selbe Grofe haben und
alle Eintrige iibereinstimmen.

3 2 3 20
Beispiele 1.23: ¢ (1 3) und (1 5 0) sind nicht gleich, weil sie nicht die selbe Grofe

haben,
3 2 x 2\ . . . g e -
o A= 1 3 und B = ) sind nicht gleich, weil nicht alle Eintrége iibereinstimmen.
)

Konnen wir Werte fiir z und y wahlen, fiir die A = B ist?

o Seien A und B Matrizen mit Eintréigen A;; = i/ und B;; = i/. Muss dann A = B sein?
NEIN: Vielleicht ist A eine 3 x 3-Matrix aber B ist eine 2 x 3-Matrix. Diese sind dann
nicht gleich, aber wir hitten es nicht gemerkt, wenn wir nur die Formel fiir die Eintréage

iiberpriift hitten.
11 1 L1 1
A=[2 4 8 B=
2 4 8
3 9 27

Ubung 1.24: Erstellen Sie eine Matrix aus Formeln fiir die Eintréige online in Numbas.

Definition 1.25: In einer quadratischen Matrix A bezeichnen wir die Eintrige A;; als die
Diagonaleintrége. Die Summe der Diagonaleintrége heifst Spur der Matrix, geschrieben
Spur(A) (oder auch trA fiir ,trace”).

Beispiel 1.26: air a2 a3
A= a21 Q22 923 hat SpurA = a11 + Q22 + ass.

az1 asz ass

Definition 1.27: Eine quadratische Matrix, in der alle Diagonaleintrége 1 und alle anderen
Eintrdge 0 sind, heifst Einheitsmatrix (auch Identitét) und wird als 1, 1, oder als I, I,
geschrieben. (In manchen Quellen auch E,,.) Hierbei sind 1,, und I,, von der Grofe n x n.

Beispiele 1.28:

o = O
= o O
)

I

G

Il
~—
O =
_= O
~—

&

I
o O =

o O O =
S O = O
S = O O
— o O O
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN MATRIZEN

Definition 1.29: Fiir zwei Matrizen A und B der selben Grofe ist deren Matrixsumme
A + B eintragsweise definiert: (A + B);; = Ai; + Bij.

Wir kénnen auch eine Matrix mit einem Skalar multiplizieren, wieder eintragsweise:

(AA);; = M.

Beispiele 1.30: Wir kénnen nur Matrizen gleicher Grofe addieren!

<3 1>+<7 2) (10 3)
2 9 8 3 10 12
3. 3) 39)
10 0 01 0 43 0
od-lo 1 0|+3]0o 0 of=[0 4 0
00 1 00 0 00 4

Genau wie fiir Vektoren nennen wir eine Kombination von Matrixaddition und skalarer Mul-
tiplikation eine Linearkombination von Matrizen.

Ubung 1.31: Wenn moglich, addieren Sie folgende Matrizen.

9 1 0
31 2 1 12
o + <o +13 8 4
2 4 9 3 82
9 2 2
2 3 2 2
<>(129)+ o4 +2. (s
9 8 1 X

Proposition 1.32: (Matrizen bilden einen Vektorraum)
Die Menge M,, , aller Matrizen der Gofse m x n erfillt, mit Matrizaddition und Skalarmul-
tiplikation wie oben, die Eigenschaften VA0-4 und SM0O-4 und ist somit ein Vektorraum.

o W ©
o N ©
N

1
7
1

~N w @

BEWEIS. Dies kann man genauso priifen wir fiir Vektoren in R™: alle Operationen passieren
nur eintragweise. ]

Wir kénnen Matrizen auch ,spiegeln®:

Definition 1.33: Fiir eine m x n-Matrix A ist die transponierte Matrix die n x m-Matrix
AT mit Eintriagen (AT)ij = Aﬂ

Wir vertauschen also Zeilen und Spalten.

Beispiele 1.34: Man kann sowohl quadratische als auch nicht-quadratische Matrizen trans-
ponieren.

T (1 9 T 3

13 2 2 3 2 1 T
o ~ 13 2 o - 0(321):2
9 2 —1 - 18 3 8 X

Man sieht hier, dass die Diagonaleintriage dabei gleich bleiben.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN MATRIXMULTIPLIKATION

Proposition 1.35: (Eigenschaften der Transponierten)
Fiir beliebige Matrizen A, B gleicher Groffe und A € R gilt
(i) (AT)T = A;
(ii) (A+ B)T = AT + BT;
(iii) (AA)T = \AT.

BeEwEis. Wir priifen zuerst, dass jeweils die Matrizen links und rechts die gleiche Gréfie haben.

Danach:
(i) (A1) = (AT)i = Ay
(it) (A+B)T)i; = (A+ B)ji = Aji + Bji = (AT)ij + (BT)y; = (A" + BTy
(i) (AA)T)ij = (AA)ji = Ay = M(AT)i; = (AAT)y O

Beispiel 1.36:
T T
1 2 (1 3\ (1 2
3 4 S \2 4)  \3 4
E. Matrixmultiplikation

Jetzt lernen wir die wichtige Interaktion zwischen einer Matrix und einem Vektor.

Notation 1.37: Wir bezeichnen die Spalten einer Matrix A mit Ay, Az, ..., A, oder ay,az, ..., ay:

) 1 1
ay ak an
! ! !

Definition 1.38: (Matrix mal Vector) Eine m x n-Matrix A bildet einen Vektor v € R™
auf einen Vektor Av € R™ ab:

a1l ai12 s A1in—1 QA1in T1 a11x1 + ai2x2 + -+ -+ A1nTn
a21 a22 s a2n—1 a2n T2 a2121 + a22x2 + + -+ + a2nTn
Am—11 Am—-12 **° (Gm—1n—1 Gm—1n Tp—1 Am—11T1 + Gm—12T2 + -+ - + Am—1nTn
am1 am?2 et Amn—1 Amn Tn Am1ZT1 + Am2T2 + -+ GmnTn
oder
T
1 1 1 T2 1 1 1 1
ay -+ Q- Qp : =z1|ag |+ax2|a |+ F+Tp_1]| O |+ Tn ]| an
! ! Vs ! ! ! !
T
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN MATRIXMULTIPLIKATION

Beispiele 1.39: ¢ Besteht die Matrix nur aus einer Zeile, bekommt man eine einzige Zahl
als Antwort. Dies ist vielleicht aus der Schule als ,Skalarprodukt von Vektoren“ bekannt:

T1
Z2
(a b ¢ d e) r3 | = axry + brs + crs + dry + exs
T4
T5
o 2 x 2und 3 x 3 explizit:
ailr a2 a3 T a11T1 + @122 + A13T3
a b x azx + by
= ) az; a2 G23 To | = | a2121 + a2222 + a23x3
c d y cx + dy
as; az2 ass 3 a3121 + a32x2 + a3s3xs

o Vielleicht hilft dieses Bild zur Visualisierung und/oder Erinnerung der Formel:

Denken Sie dies als ,,Zeile mal Spalte*: der erste Eintrag einer Zeile mal den ersten Eintrag
einer Spalte, plus den zweiten Eintrag der Zeile mal den zweiten Eintrag der Spalten, und
so weiter. Wir wenden also einfach das erste Beispiel oben mehrfach an.

o Hier ist ein Beispiel mit Zahlen:

7
Lo2os) o) 1-742-84+3-9
4 5 6 0 - \4.745-84+6-9

¢ Wenn wir einen Vektor mit der Einheitsmatrix multiplizieren, &ndert er sich nicht:

1 0 --- 0 T I
o1 --- 0 To o
o o0 --- 1 Tp T,

o Die zweite Sichtweise der Definition kann manchmal sehr hilfreich sein: Eine Matrix mal ein
Vektor ist eine Linearkombination der Spalten der Matrix, mit den Eintragen des Vektors
als Koeffizienten. Fiir eine 3 x 3-Matrix sieht diese zweite Sichtweise so aus:

T 1T T\ (= 1 1 1
a; a2 as To|l=T1|ar |tx2|ax |+T3 ]| as
Lol L) \as l ! !

Diese Sichtweise ist meist hilfreicher, wenn man bestimmte Eigenschaften und Zusammen-
hénge verstehen will, als fiir explizite Berechnungen. Aber wenn Sie diese Sichtweise auch
fiir Berechnungen hilfreich finden, kénnen Sie sie trotzdem benutzen.

1 1 9

-1
2 o3 2

2
3 2 -1

Mit dieser Multiplikation kénnen wir eine Matrix als Abbildung (oder Funktion) betrachten.

Ubung 1.40: Berechnen Sie:

1
3 2 1 1 3 2
<o o 3 <o
CO0) -6 2l

Oder Matrix mal Vektor in Numbas.

S oo =
N O ©
o = O
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Bemerkung 1.41: In diesem Kurs ist eine Abbildung oder Funktion f: X — Y immer links-
total. Es wird also jedem Element z € X genau ein Funktionswert f(x) € Y zugeordnet. (Abbildung
und Funktion heiffen hier genau das gleiche.)

Definition 1.42: Eine m x n-Matrix A bestimmt eine Abbildung f4: R™ — R™: sie bildet
einen Vektor v € R™ auf f4(v) = Av ab. Wir nennen diese Abbildung eine Matrixtransfor-
mation oder Matrixabbildung.

3 2 3 2
Beispiele 1.43: ¢ A = schickt einen Vektor ) eR? auf [ oy € R?. Diese
5 1 y 5z +y
Matrix gibt also eine Matrixabbildung f4: RZ2 — R2.
1 2
o B= (9 z 1) gibt eine Matrixabbildlung fz: R® — R2.
1 9
o C=13 2 |gibt eine Matrixabbildung f-: R? — R3, in umgekehrter Richtung zu B.
2 —1

¢ Eine Einheitsmatrix 1,, entspricht der Identitédtsabbildung id,,: R — R": jeder Vektor
wird auf sich selbst geschickt. 1,v = v, also ist fiir beliebiges v € R f; _(v) = v, und somit

f1, =id,.

Bemerkung 1.44: Die Identitatsabbildung idx : X — X mit idx (x) = z fiir jedes x € X ist eine
der wichtigsten Abbildungen iiberhaupt.

Natiirlich ist es nicht nur eine Abbildung, sondern viele: eine fiir jede Menge X.

Wegen des Beispiels oben kann man die Einheitsmatrix 1, auch Identitét nennen. (Sie ist auch das
neutrale Element der Matrixmultiplikation, was auch manchmal Identitét heifst.)

Wir kénnen nicht nur eine Matrix mit einem Vektor multiplizieren, sondern auch Matrizen von
passenden Grdéfen.

Definition 1.45: (Matrixmultiplikation) Wenn A eine m x r-Matrix ist und B eine r x n-
Matrix, dann kénnen wir das Matrixprodukt AB mit Eintrégen (AB);; = Y, A;; By, bilden.
k=1

Dies ist eine m x n-Matrix.
Wir kénnen das Matrixprodukt auch mit Hilfe der Spalten der zweiten Matrix aufschreiben:
Wenn

1 ) )
B: b1 bk bn b
! ! l
dann ist
) ) 1
AB = | Aby -+ Aby --- Ab, |,
l l l

wo wir die schon definierte Operation Matrix mal Vektor benutzen.

Zur Visualisierung;:
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Der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j des Matrixproduktes AB wird als ,Zeile ¢ der Matrix A mal
Spalte j der Matrix B“ berechnet.

/A Wichtig! Man kann nur Matrizen passender Gréfen multiplizieren! Zur Berechnung von ,Zeile
der Matrix A mal Spalte der Matrix B* brauchen wir genau so viele Eintrige in der Zeile von A
wie Eintrdge in der Spalte von B. Also muss A so viele Spalten haben wie B Zeilen hat:

A - B = AB

m Xr rXn mXn

Diese mittlere Grofe r, die {ibereinstimmen muss, hebt sich auf”, und somit bekommt man die
Grofe m x n des Matrixprodukts.

Wir sehen ein dhnliches Muster in der Formel zur Berechnung eines Eintrags des Matrixprodukts,
mit dem gleichen Index k in der Mitte.

Beispiele 1.46: ¢ Unsere vorherigen Beispiele von ,Matrix mal Vektor sind hier immer
noch Beispiele, weil ein Vektor als Matrix mit nur einer Spalte gesehen werden kann.

Insbesondere, wenn zum Beispiel A = (al as as Gy a5) eine 1 x 5-Matrix und B =

by
bz
bs | eine 5 x 1-Matrix ist, dann ist das Produkt AB eine 1 x 1-Matrix, also eine Zahl.
by
bs
by
bo 5
<a1 as as ay a5) bz | = a1b1 + azbs + asbs + asby + asbs = Z arbr = ZAlkBkl
b4 k=1 k
bs

In jedem anderen Beispiel machen wir diese Berechnung mit jeder Zeile der ersten Matrix
und jeder Spalte der zweiten Matrix.
o Wenn A und B beides 2 x 2-Matrizen sind, bekommen wir

ain @iz (b b1z _ [@11bin +aizbar aibiz + a1aba

a1 Q22 ba1  bao a21b11 + a22b21  az1b12 + aznbao
Wenn wir genau hinsehen, bemerken wir, dass der (4, j)te Eintrag gleich a;101; + a;2bo; ist.
Dies ist die Summe aus der Definition, ausgeschrieben fiir dieses Beispiel.

o Wenn A eine 3 x 3-Matrix ist und B eine 3 x 2-Matrix, dann ist beispielsweise der Eintrag
in der ersten Zeile und zweite Spalte des Produkts gleich

(AB)12 = a11b12 + a12b22 + a13b32 = Zalkka

k
¢ Hier sind ein paar Beispiele mit Zahlen:
1 2 3\ /10 11 1-10+2-1243-14 1-11+2-13+3-15
4 5 6|12 13|=14-10+5-12+6-14 4-11+5-13+6-15
7 8 9/ \14 15 7-10+8-12+9-14 7-11+8-13+9-15
3x3 3x2 3x3
1 2 1-10+2-13 1-114+2-14 1-12+2-15
3 4 (10 1 12>= 3-10+4-13 3-11+4-14 4-12+4+4-15
5 6 13 1415 5-10+6-13 5-11+6-14 5-12+4+6-15
3 x2 2x3 3x3
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Ubung 1.47: Uben Sie Matrixmultiplikation in Numbas.
Vertiefen Sie Thr Verstindnis, indem Sie ein Beispiel suchen: zwei von Null verschiedene
Matrizen, deren Produkt die Nullmatrix ist. Uberpriifen Sie ihr Beispiel in Numbas.

A VORSICHT! Im Allgemeinen ist AB # BA. Meist ist die umgekehrte Multiplikation nicht ein-
mal definiert. Aber selbst fiir quadratische Matrizen sind die beiden Seiten meist nicht gleich.

Beispiel 1.48:

1 2\(1 0 1 4 1 0\ (1 2 1 2
= aber = .
GGG (o)D)
Die Einheitsmatrix bekommt wieder eine Sonderstellung:

Proposition 1.49: (Produkt mit Einheitsmatrix)
Fiir jede m x n-Matriz A gilt AI, = A and I,,A = A: Multiplikation mit der Einheitsmatriz
korrekter Grofle andert die Matriz nicht.

Wir kénnen ,jmal Einheitsmatrix* als Verallgemeinerung von ,mal 1 in R betrachten.

BEWEIS. Nach der Definition der Matrixmulitplikation haben wir (AI,);; = > Aix(Ln)k;-
k=1
Aber (I,)g; = 0 fiir &k # j, und (I,);; = 1. Also reduziert sich diese Summe zu (AIl,);; =
> Ai(In)kj = Aij(1,);; = Asj. Die Matrizen A und AI, haben also die gleichen Eintrége (und
k=1

die gleiche Grofe), daher ist A = AIL,.
Analog fiir I,,, A. |

Wenn in einem Beweis ,analog* oder ,ihnlich® steht, dann ist das eine ,yersteckte Ubung® Sie
kénnen fiir sich {iberpriifen, ob Sie wirklich alles verstanden haben, indem Sie diesen Teil selbst
probieren. Versuchen Sie es erst, ohne den vorherigen Teil des Beweises anzuschauen. Benutzen Sie
dann den vorherigen Teil als Hinweis, wenn Sie stecken bleiben.

Bei Matrixmulitplikation miissen wir nicht auf Klammersetzung achten:

Proposition 1.50: (Assoziativitit der Matrixmulitplikation)
Matrizmulitplikation ist assoziativ: (AB)C = A(BC) gilt fir alle Matrizen, fir die diese
Multiplikationen definiert sind.

BEWEIS. Zuerst priifen wir, ob die Gréfsen der Matrizen (AB)C und A(BC) iibereinstimmen.
(Ubung.)
Nun bestimmen wir einen Eintrag der Matrizen auf beiden Seiten.

((AB)C)ij = D (AB)iCrj = )| (Z AisBsk> Crj = Y\ > AisBaiCh;j
s k s

k k
wobei der letzte Schritt die Klammer ausmultipliziert.

(A(BC))ij = >  Aie(BC)sj = > Ais (Z Bskckj> = > > A BuCi;
s s k s k
Beide Ausdriicke sind gleich, also ist A(BC) = (AB)C. Die unterschiedliche Reihenfolge der Sum-
menzeichen ergibt nur unterschiedliche Reihenfolge der Summanden. Aber da Addition in R kom-
mutativ ist, macht dies nichts aus. O

Bemerkung 1.51: Dies sagt uns, dass die Menge der n x n-Matrizen unter Matrixmultiplikation
eine Halbgruppe bilden. (Wir nehmen nur n x n-Matrizen, damit wir alle Matrizen der Menge
miteinander multiplizieren konnen.) Das Produkt mit der Einheitsmatrix (Prop. 1.49) zeigt uns,
dass diese Halbgruppe ein neutrales Element hat, ndmlich I,,.
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Ubung 1.52: Seien A eine m x r-Matrix, B eine r x [-Matrix und C eine [ x n-Matrix.
Schreiben Sie den obigen Beweis aus mit expandierten Summen. Zum Beispiel

((AB)C)ij = (AB)ilClj + (AB)i202j + (AB)iSng + -+ (AB)ilClj
und dann das selbe fiir jedes (AB);; und so weiter.
Alternativ kﬁjnnen Sie dies zuerst fiir m = r = [ = 2 aufschreiben.
Sinn dieser Ubung: Sie sollen sehen, wie kompliziert Matrixmultiplikation wird; dieses Resul-

tat ist bel weitem nicht so offensichtlich wie (A + B) + C = A + (B + C)! Zudem sehen Sie
vielleicht hier den Vorteil der Summennotation mit Sigma.

Es gibt einige schone Formen von Matrizen, die auch unter Multiplikation erhalten werden.

Definition 1.53: Eine diagonale Matrix oder Diagonalmatrix ist eine quadratische Ma-
trix, in der nur die Diagonaleintrige von Null verschieden sind:

d 0 .- 0 0
0 dy --- 0 0
0 0 -+ dp—y1 O
o o0 -- 0 d,

oder A mit Aij = di(si]’, oder mit Aij =0 fiir 7 # j.

Ubung 1.54: Zeigen Sie, dass das Produkt von zwei Diagonalmatrizen wieder eine Diago-
nalmatrix ist. Wie hingen die Diagonaleintrige des Produkts mit den Diagonaleintrégen der
urspriinglichen Matrizen zusammen?

Definition 1.55: Eine obere Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix, in der alle Ein-
trage unter der Diagonale Null sind:

ai; a2 - A1(n-1) A1n
0 ax - am-1 a2n
0 0 - Gm-1)m-1) Gm-1)n
0 o .- 0 e

oder A mit A;; = 0 fiir ¢ > j.
Eine untere Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix, in der alle Eintrige iiber der
Diagonale Null sind: A;; = 0 fiir ¢ < j.

Ubung 1.56: Zeigen Sie, dass das Produkt von zwei oberen Dreiecksmatrizen wieder eine
obere Dreicksmatrix ist.

Eine quadratische Matrix kdnnen wir immer wieder mit sich selbst multiplizieren:

Definition 1.57: Fiir eine quadratische Matrix A ist die kte Potenz von A
AF = AA.--- A,
das Produkt von k Kopien von A. Wir definieren A° = T.
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Proposition 1.58: (Transponierte eines Produkts)
(AB)T = BT AT fiir alle Matrizen A und B, fiir die das Produkt AB definiert ist.

BEWEIS. Zuerst priifen wir, dass (AB)” und BT AT die gleiche Gréfe haben. (Ubung.)
Dann schauen wir uns einen Eintrag an.

((AB)");; = (AB);; = EAjkBki
%

und
(B"AT)i; = > (BT )ir(A" )iy = D BriAji.
k k
Da beide Audriicke gleich sind, gilt (AB)T = BT AT, O

Beispiel 1.59:
T T
1 o2\ (1 0\ (1 4\ (11
1 —-1)\o0 2 S\ =2 4 2
T T
1 2 10y (1 1)\({1 0| (1 2
1 -1 o2 \2 —-1/\o 2) \2 —1)°
T T
1o\ (1 2\ [t o)t 1\ (1 1
0 2 1 -1) o 2/\2 -1) \4 —2)°
Wenn Sie einmal vergessen, wie man (AB)T berechnet, kénnen Sie es sich erarbeiten, in dem Sie

nicht-quadratische Matrizen A und B nehmen und jeweils die Grofsen betrachten. Dann gibt es
nur eine Moglichkeit, wie A” und BT iiberhaupt zusammen passen.

aber

Andererseits ist

Beispiel 1.60:

1 9 3 10 11 12 13
( ) 14 15 16 17|=AB

4 5 6
18 19 20 21
2x3 3 x4
konnen wir multiplizieren.
10 14 18
11 15 19 b4
2 5|=BTAT
12 16 20
3 6
13 17 21
4%x3 3x2
konnen wir auch multiplizieren, aber
10 14 18
L 11 15 19
2 5 = ATBT
12 16 20
3 6
13 17 21
3 %2 4%x3

nicht: die Gréfsen passen nicht zusammen.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN MATRIXMULTIPLIKATION

Wir haben gesehen, dass eine Matrix als Abbildung betrachtet werden kann. Was passiert also,
wenn wir zwei Matrizen multiplizieren?

f

Definition 1.61: Fiir zwei Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z ist X—>Y
die Verkettung oder Komposition gof: X — Z (lies ,,g nach f“) von ’
g und f durch (gof)(z) = g(f(x)) definiert. gof

Z
Wir fithren also erst f und dann g aus. Eselsbriicke: wenn wir gof auf ein Element x anwenden,
also (gof)(z), dann steht das f genau neben dem z, wird also zuerst angewendet.

Proposition 1.62: (Komposition von Matrixabbildungen)

Fir zwei Matrizen A € My, , und B € M, ,, ist die Komposition der R™ fHBRT
Matrizabbildungen fa: R™ — R™ und fg: R™ — R" genau die Matriz-

abbildung des Matrixprodukts: ka if“‘

fap = facfp: R" — R™. R™
BEWEIS. Zuerst priifen wir, dass fap und faofp wirklich beide von R™ nach R™ gehen (siehe
Diagramm).
Fiir beliebiges v € R™ haben wir fap(v) = (AB)v und (faofp)(v) = fa(fs(v)) = A(Bv). Da
Matrixmultiplikation assoziativ ist, folgt fap = faofB- (|

Nun erinnern wir uns daran, dass wir in der Einleitung gesagt haben, dass Linearkombinationen
eins der wichtigsten Konzepte der linearen Algebra sind. Und Matrixmulitplikation erhélt Linear-
kombination!

Proposition 1.63: (Matrixmultiplikation ist linear)
Matrizmultiplikation erhdlt Linearkombinationen. Wenn A, A’ beides m xr-Matrizen und B, B’
beides v x n-Matrizen sind, und A\, u € R, dann ist

A(AB + uB') = AAB + nAB’ und (M + pA)B = MAB + pA'B.

BEwEIs. Wir miissen priifen, dass die Matrizen auf beiden Seiten einer Gleichung die gleiche
Grofe und die gleichen Eintrige haben.
A ist eine m x r-Matrix, und AB + uB’ ist eine r x n-Matrix, da sowohl B als auch B’ diese GroRe
haben. Also ist A(AB+ pB’) eine m x n-Matrix. Ebenso sind AB und AB’, also auch A\AB+ uAB’,
m x n-Matrizen. Also stimmen die Grofsen iiberein. Nun schauen wir einen Eintrag an.

(AAB +pB")ij = Y Ai(AB + pB'); Def Matrixmultiplikation
k=1
= Z Air(A\By; + uBy;) Def Matrixaddition, skalare Mult
k=1
= Z (M By + ,uAikB,'cj) Ausmultiplizieren in R
k=1

=\ Z AirBij + p Z AikB,'cj Umstellen, ausklammern in R

k=1 k=1
= AN(AB);j + n(AB');j Def Matrixmultiplikation
= (AMB + pAB');; Def Matrixaddition, skalare Mult
Analog fiir die zweite Gleichung. ]

Es ist eine gute Ubung fiir Sie, die zweite Gleichung zu beweisen: Versuchen Sie es zuerst, ohne
noch einmal diesen Beweis anzuschauen, und benutzen Sie dies nur als Hinweis wenn nétig.
Sie kénnten auch die Summen ohne Summenzeichen ausschreiben. Vielleicht fiir 2 x 2-Matrizen.
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KAPITEL 1. VEKTOREN UND MATRIZEN VEKTOREN UND MATRIZEN: STUDY GUIDE

Korollar 1.64: Matrizabbildungen sind linear (erhalten Linearkombinationen). Das heifit
faQu+ pv) = Afa(u) + pfa(v).

BeweEls. Dies folgt direkt aus der Definition f4(v) = Av und dem Resultat, dass Matrixmul-
tiplikation linear ist. O

Wir brauchen das jetzt noch nicht so viel, aber es ist eins der wichtigsten Konzepte der Linearen
Algebra. Meine Hoffnung ist, dass Sie sich eher damit anfreunden, wenn Sie es hiufiger sehen.

F. Vektoren und Matrizen: Study guide

Am Ende jedes Kapitels sehen Sie einen study guide (,,Lernleitfaden®) wie diesen, mit Konzept-
iibersicht und Skills, die zu diesem Kapitel gehdren.

Sie sollten alle Konzepte in der Konzeptiibersicht verstehen: kénnen Sie die Definition oder Formu-
lierung dieses Konzepts aufschreiben? Koénnen Sie einige Beispiele und Nicht-Beispiele fiir dieses
Konzept angeben?

Die Skills sind Sachen, die sie ausfithren kénnen sollten (,,Fahigkeiten®). Sie miissen sie also iiben.
Sie kénnen diese Listen benutzen um zu iiberpriifen, dass Sie keine wichtigen Sachen aus diesem
Kapitel iibersehen haben. Entweder beim ersten Lernen oder auch bei der Wiederholung und
Klausurvorbereitung.

Konzeptiibersicht.
o Vektoren in R?, R? und R
¢ Linearkombination
o Geraden und Ebenen in R?, R? und R"
¢ (Informell) ,Freiheitsgrad“, zum Beispiel von Gerade, Ebenen
¢ Kollineare Vektoren
¢ Vektorraumeigenschaften fiir R™
o Matrix, Grofe einer Matrix, quadratische Matrix
¢ Matrixmultiplikation
¢ Matrix als Funktion: Matrixabbildung
¢ Diagonale Matrizen, obere und untere Dreiecksmatrizen
¢ Transponierte Matrix

<&

Linearitat der Matrixmulitplikation.

Skills.

o Vektoren addieren, Vektor mit einem Skalar multiplizieren, Linearkombinationen von
Vektoren bilden

¢ Bestimmen, ob eine gegebene Menge eine Gerade ist oder eine Ebene ist, und ob sie durch
0 geht oder nicht

¢ Bestimmen, ob zwei Vektoren kollinear sind

Matrizen addieren, eine Matrix mit einem Skalar multiplizieren, Linearkombinationen von

Matrizen bilden

Matrix transponieren

Matrix mal Vektor multiplizieren

Matrizen passender Gréflen multiplizieren

Bestimmen, ob zwei gegebene Matrizen multipliziert werden kénnen oder nicht

Matrixprodukt transponieren

<

SO0 00
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KAPITEL 2

Vektorraume

Der Vektorraum ist das Fundament der linearen Algebra.

A. Vektorraumaxiome und Beispiele

Wir haben in Kapitel 1 gelernt, dass die Menge R™ aller Spaltenvektoren mit n reellen Eintrigen
bestimmte Bedingungen erfiillt, die sie zu einem Vektorraum machen. Aber die Menge aller m x n-
Matrizen erfiillt diese Bedingungen auch! Da steckt also noch mehr dahinter.

Wir schauen uns diese Definition jetzt etwas abstrakter an und lernen noch andere Beispiele kennen.

Definition 2.1: Ein Vektorraum iiber einem Korper K ist eine Menge V' mit zwei Ope-
rationen +: V x V — V, Addition, und -: K x V — V, Skalarmultiplikation, die folgende
Bedingungen erfiillen: (es sind jeweils u, v, w € V und A, p € K)

VAQ YVu,v:u+veV (Abgeschlossenheit unter Addition)
VA1 Es existiert ein Nullvektor 0 € V, sodass Vv: v + 0 =v = 0 + v. (Nullvektor)
VA2 Vv existiert —v € V mit v + (—v) =0 = (—v) + v. (Negative)
VA3 Yu,v,w: (u+v) +w=u+ (v+w) (Assoziativitdt der Addition)
VA4 Yu,v:u+v=v+u (Kommutativitdt der Addition)
SMO Vv, A: dveV (Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation)
SM1 Vu: 1-v=wv (Einheitskalar)
SM2 Yu, A,z A (pv) = (A - pv (Assoziativitdt der Skalarmultiplikation)
SM3 Vo, A\, u: (A+ p) v=Av+ pv (Distributivitdt der Skalarmult {iber Addition im Korper)
SM4 Yu,v, A: A(u +v) = Au + Av (Distributivitit der Skalarmult iiber Addition in V)

Ein Vektor ist als Element eines Vektorraums definiert.

Bemerkung 2.2: Die Axiome VA0-4 sagen, dass V' mit Addition eine kommutative Gruppe bildet.
Die 1 in SM1 ist das neutrale Element der Multiplikation im Korper K. Es kommen in SM2 und
SM3 jeweils Operationen im Koérper K und im Vektorraum V vor: der Kontext macht klar, welche
gemeint sein muss.

Wir sehen, dass wir iiber jedem Korper einen Vektorraum haben kénnen. In diesem Kurs konzen-
trieren wir uns auf Vektorrdume iiber R, auch reelle Vektorriume genannt.

Beispiele 2.3: ¢ Wir haben gesehen, dass fiir jede natiirliche Zahl n die Menge R"™ ein
Vektorraum ist, bei dem Addition und Skalarmultiplikation eintragsweise definiert sind.

¢ Wir haben gesehen, dass die Menge M, ,, der m x n-Matrizen ein Vektorraum ist, wieder
mit eintragsweise definierten Operationen.

Nicht-Beispiele 2.4: ¢ Die Menge der positiven reellen Zahlen mit iiberlicher Addition und
mit {iblicher reeller Multiplikation als Skalarmultiplikation ist kein Vektorraum: Diese Men-
ge ist zwar abgeschlossen unter Addition, aber nicht unter Skalarmultiplikation. Zum Bei-
spiel ist 1 in der Menge, aber nicht (—1) - 1.

o Ebenso ist eine Halbebene in R? auch kein Vektorraum, weil sie nicht unter Skalarmulti-
plikation abgeschossen ist.
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KAPITEL 2. VEKTORRAUME VEKTORRAUMAXIOME UND BEISPIELE

Beispiele 2.5: (Polynome)

o Sei P, = R[z],, die Menge der Polynome von Grad hochstens n mit reellen Koeffizienten.
Also ist ag + a1z + axz® + asz® + -+ + apz™ ein generisches Element aus R[z],, mit
Koeffizienten a; € R. (Da die Koeffizienten auch 0 sein kénnen, schlieft dies Polynome von
kleinerem Grad mit ein.)

Seien p = ag + a1z + -+ + apa™ und ¢ = by + byx + - - - + b, x™ zwei Elemente von R[z],.
Dann kénnen wir sie addieren:

p+q=(ap+by)+ (a1 +b1)x+ -+ (an + by)z"
und erhalten wieder ein Polynom von Grad hochstens n. Also ist VAOQ erfiillt: p+q € R[z],,.
Das Nullpolynom 0 = 0 + 0z + 022 + - - - + 02" erfiillt 0 + p = 0 = p + 0 fiir jedes Polynom
p € R[xz],,. Also ist VA1 erfiillt.
Wenn p ein Polynom ist, dann ist —p, jeweils mit den negativen Koeffizienten, auch ein
Polynom vom selben Grad, und p + (—p) = (—p) + p = 0. Also ist VA2 erfiillt.
Man kann leicht zeigen, dass auch VA3 und VA4 erfiillt sind.
Sei p ein Polynom wie oben, und A € R. Dann ist

Ap = (Aag) + (Nar)z + (Naz)z? + -+ + (\ay)x"

wieder ein Polynom von Grad hochstens n, also ist SMO erfiillt. Nun sind auch SM1-SM4
leicht zu zeigen. Z.B. SM2:

A+ (1p) = A~ ((uao) + (par)e + (paz)a® + - - + (pay ")
= (AM(pao)) + (Auan)e + (A(uaz))a® + - + (Aua,))a”
= (Awao) + (ar)e + (M)az)a® + - + (A)an)a”

= (Aw)p
Also ist die Menge R[z],, von Polynomen vom Grad hochstens n ein Vektorraum.
o Die Menge aller (reellen) Polynome R[z] (unabhingig vom Grad) ist auch ein Vektorraum.

Nicht-Beispiel 2.6: Wenn wir nur die Polynome von Grad genau n nehmen, bekommen wir
keinen Vektorraum: Zum Beispiel ist

(3+2r+52%) + (2+2—52%) =5+3z

eine Summe von zwei Polynomen von Grad 3, die kleineren Grad hat. Also ist VAO nicht
erfiillt.

Beispiele 2.7: (Abbildungen)

o Sei Abb(][0, 1], R) die Menge der Abbildungen vom Intervall [0, 1] nach R. Wir kénnen solche
Funktionen punktweise addieren: (f +g)(z) = f(x)+ g(x). Wir kénnen eine Funktion auch
mit einem Skalar multiplizieren: (Af)(z) = A - f(x).

Erinnern Sie sich, dass in diesem Kurs alle Funktionen auf jedem Element der Ausgangs-
menge definiert sind!
Dann gilt:
- Die Summe von zwei Funktionen [0,1] — R ist wieder eine Funktion [0,1] — R,
also ist VAOQ erfiillt.
- Die Nullfunktion f(x) = 0 fiir € [0, 1] erfiillt VA1.
- Da A\f wieder eine Funktion [0,1] — R ist, ist SMO erfiillt. Die Wahl A\ = —1 gibt
jeweils die negative Funktion, die VA2 erfiillt.
+ VA3 und VA4, und SM1-4, kénnen leicht nachgepriift werden. Zum Beispiel SM3: Um
zu priifen, dass zwei Funktionen [0,1] — R gleich sind, miissen wir zeigen, dass sie
den selben Funktionswert fiir jedes « € [0, 1] haben:

(A+w)f)(x) = A+p)- f(z) =X flx) +p- flz)
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und
Af +uf)(@) = A)(@) + (uf) (@) = A- fz) + p- flz)
Da x beliebig war, gilt also (A + u)f = Af + uf.
¢ Sei V' die Menge aller unendlichen Folgen, mit eintragsweise Addition und Skalarmultipli-
kation. Das bedeutet (a;)ien + (b;)ien = (a; + b;)ien, und A(a;)ien = (Aa;)sen. Dies ist auch
ein Vektorraum. (Man kann eine Folge als Abbildung von N nach R definieren.)

Wir sehen an diesen Beispielen, wie man zeigt, dass eine Menge mit gegebenen Operationen ein
Vektorraum ist:

o ldentifiziere die Menge V', deren Elemente die Vektoren sind.

o Identifiziere the Operationen der Addition und Skalarmultiplikation. (Also wie sind diese
auf dem gegebenen Beispiel V' definiert?)

o Priife, dass diese Operationen VAO und SMO erfiillen. Dann ist V' abgeschlossen unter
Addition und Skalarmultiplikation.

¢ Identifiziere einen Nullvektor, der VA1 erfiillt, und identifizieren, welche Elemente die Rolle
der negativen Vektoren {ibernehmen, um VA2 zu erfiillen.

o Priife alle anderen Axiome.

Ubung 2.8: Zeigen Sie, dass die beiden Beispiele ,jinendliche Folgen“ und ,Menge aller Po-
lynome* Vektorrdume bilden.

Wir definieren solche abstrakten Strukturen, damit wir die Axiome benutzen kénnen um Resultate
zu beweisen, die dann fiir alle Beispiele eines Vektorraums gelten, und nicht jedes mal neu gezeigt
werden miissen. Als Beispiel hierfiir zeigen wir, dass der Nullvektor und die Negativen sich in jedem
Vektorraum so verhalten, wie wir erwarten.

Von hier an ist V' immer ein Vektorraum, solange nicht anders angegeben.

Proposition 2.9: (Nullvektor und Negative in Vektorrdumen)
Sei V' ein Vektorraum. Dann gilt:
(i) Der Nullvektor ist eindeutig.
(ii) Fiir jedes v eV gilt Og - v = Oy : Null mal ein beliebiger Vektor ist der Nullvektor.
(i4i) Fiir jedes \ € R gilt \Oy = Oy : jedes Vielfache des Nullvektors ist wieder der Nullvektor.
(iv) Wenn \v = Oy, dann ist entweder A\ = Ogr € R, oder v =0y € V.
(v) Fiir jedes v € V ist das Negative —v eindeutig.
(vi) Fiir jedes v eV ist (—1)v = —v, das Negative von v.

Sie kénnen auch jeweils R mit einem beliebigen Korper K ersetzen, wenn Sie wollen.
Wir betrachten diese Beweise jetzt als Beispiele, wie man nur mit Hilfe der Axiome einfache
Aussagen beweist.

BEwEIS. Wir wissen iiber V nichts aufer dass es die Axiome VA0-4 und SM0-4 erfiillt. Also
diirfen wir in unseren Beweisen nur diese Axiome benutzen. Deswegen schreiben wir sorgfiltig auf,
welches Axiom wir wo benutzen.

(i) Angenommen wir haben zwei Nullvektoren 0 und 0/, welche beide das Axiom VA1 erfiillen.
Dann gilt

0=0+0 wegen VA1 fiir 0
=0 wegen VA1 fiir 0/

Vergleiche Eindeutigkeit des neutralen Elements in einer Gruppe, Satz 4.2.5 in MAGL.
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(i)

(iii)

(iv)

Wir haben
v=1-v wegen SM1, Einheitskalar

=(1+40g) v Rechnung in R
=1-v+0r-v wegen SM3, Distributivitat
=v+0gr-v wegen SM1, Einheitskalar

= (—v)+v=(-v)+ (v+0r-v) plus —v: existiert wegen VA2

= (—v)+v=((—v)+v)+0r-v wegen VA3, Assoziativitét

= Oy =0y +0r-v wegen VA2, Negative

= Oy =0r-v wegen VA1, Nullvektor

Ubung. Es gibt verschiedene Wege, dies zu beweisen: unter Benutzung von 0y + Oy = Oy
und der Existenz von Negativen, (also via VA1 und VA2, mit dhnlichen Ideen wie (ii)), direkt
mit VA2 auf einem anderen Weg, oder unter Benutzung von (vi).

Wenn A = Og, dann sind wir fertig. Angenommen A\ # Og. Also wollen wir zeigen, dass
v =0y. Da X # Og haben wir 1 € R. Also ist

v=1-v wegen SM1, Einheitskalar
= (%)\) ) Rechnung in R
= %()\v) wegen SM2
= % Oy nach Annahme: Av = Oy
=0y wegen (iii)

Dies folgt aus der Eindeutigkeit von Inversen in einer Gruppe, Satz 4.2.8 in MAGL.

Ich lasse es hier noch mal stehen, wenn jemand nicht im anderen Skript nachschauen will.
Angenommen v € V hat zwei Negative: v und w. Also gilt v + w = 0y = w + v und
v+ u = 0y = u + v: sowohl u als auch w erfiillen VA2 fiir v. Dann gilt

u=u+ 0y wegen VA1, Nullvektor
=u+ (v+w) wegen VA2 mit w
=(u+v)+w wegen VA3, Assoziativitét
=0y +w wegen VA2 mit u
=w wegen VA1, Nullvektor.
Also gilt u = w = —v: das Negative ist eindeutig.
Dies ist natiirlich der selbe Beweis wie in Satz 4.2.8 in MAGL.
Wir haben
v+ (=) v=1-v+(-1)-v wegen SM1, Einheitskalar
=(1+4+(-1) v wegen SM3, Distributivitét
=0gr-v Rechnung in R
= Oy wegen (ii)

Ebenso folgt (—1) - v + v = Oy. Also erfiillt (—1) - v die Bedingung fiir das Negative von v,
und so folgt aus der Eindeutigkeit der Negativen, dass (—1)v = —wv. O

Dieses Resultat zeigt uns auch, welches der kleinste Vektorraum ist:

Beispiel 2.10: Der kleinstmdogliche Vektorraum ist der Nullvektorraum (auch Nullraum):
{0}. In diesem Vektorraum gibt es nur ein Element, den Nullvektor. Die Menge ist abge-
schlossen unter Addition, weil Oy + Oy = Oy nach VAL. Sie ist auch abgeschlossen unter
Skalarmultiplikation, weil A - Oy = Oy, nach Proposition 2.9(iii). Alle anderen Axiome sind
leicht zu priifen, weil wir nur ein Element haben.
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B. Lineare Abbildungen

In der Mathematik ist es immer auch sehr wichtig, zu wissen, wie man von einem Objekt zu
einem anderen kommt. Wir brauchen dazu struktur-erhaltenden Abbildungen. Wir haben ja schon
gesehen, dass Linearkombination ein sehr wichtiger roter Faden ist. Unsere struktur-erhaltenden
Abbildungen sollen also Linearkombinationen erhalten.

Definition 2.11: Eine Abbildung f: V — W zwischen zwei Vektorrdumen V, W heift linear
wenn

fiir alle u,v e V,\, p e R : FOw + pu) = Af(v) + pf(u)
Wir nennen den Vektorraum V Quelle (oder Definitionsraum) von f, und W Ziel von f.

Denken Sie daran, dass in diesem Kurs eine Abbildung auf allen Elementen der Quelle definiert
sein muss.

Konsequenz 2.12: ¢ Mit 1 = 0 bekommen wir f(Av) = Af(v): wir konnen einen Skalar ,heraus-
ziehen*.

o Mit A = g = 1 bekommen wir f(v +u) = f(v) + f(u): lineare Abbildungen erhalten Addition.

o Wir kénnten eine lineare Abbildung auch definieren, indem wir diese beiden Eigenschaften for-
dern. Es macht keinen Unterschied, ob wir separat ,Erhalt von Skalarmultiplikation“ und ,Erhalt
von Addition®, oder in einem zusammen ,Erhalt von Linearkombination® tiberpriifen.

Beispiele 2.13:
a) (Matrixabbildungen) Wie wir in Kapitel 1 gesehen haben, gibt jede m x n-Matrix A
eine lineare Abbildung fa: R” — R™ via v — Awv.
o Die Quelle von f4 ist R": damit die Matrixmultiplikation funktioniert, muss der Vektor
v 80 viele Eintrége haben wir A Spalten hat.
o Das Ziel von f,4 ist R™: der Vektor Av hat so viele Eintrdge wie A Zeilen hat.

b) (Streckung) Fiir jedes r € R ist die Abbildung f: ( > — < ) linear:

Tn
1 Y1

mit v = ( : ) und u = ( : ) haben wir
Tn Yn

FOw + pu) = r(Av + pu) = Arv + pru nach Vektorraumaxiomen
= Af(0) + puf (v).

Es gibt zwei besonders wichtige Félle dieses Beispiels:

o fiir r = 0 bekommen wir die Nullabbildung 0: R™ — R"™, die jeden Vektor auf 0
schickt;

o fiir r = 1 bekommen wir die Identitdtsabbildung id: R® — R"”, die jeden Vektor auf
sich selbst abbildet,.

¢)  (Nullabbildung) Fiir beliebige Vektorrdume V, W gibt es immer eine Nullabbil-

dung 0: V — W, die jeden Vektor v € V auf 0 € W schickt, und diese Abbildung
ist linear.

TTn

d) (Identitét) Fiir jeden Vektorraum V ist die Identitét idy : V' — V linear.

e) (Projektion) Die Abbildung 7: R? — R mit Funktionsvorschrift (5. ) ~—— 2 ist linear:
() + (i) == (R ) = A+

A ((23) + p ((5:))
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Nicht-Beispiele 2.14: ¢ Die Abbildung 7: R? — R? mit (3}) — (51) + (3) ist nicht
linear:

) =(Gin) + (G

~—

aber T(E) +7((

wTranslationen sind nicht linear.“
o Die Abbildung f: R? — R mit

FUE) + (5

also z.B. F((H)+(
aber  f((23)) +f((%
also FN+ £«

1) — w1xo ist nicht linear:

= (21 +y1)(T2 + y2) = T122 + Y1%T2 + T1Y2 + Y1Y2

4
= T122 + Y1Y2
2

Beispiele 2.15:

o Die Abbildung f: R[z] — R[z] auf dem Vektorraum aller reellen Polynome mit f(p) = xp
ist linear: fiir Polynome p, q € R[z] gilt

T+ pq) = x(Ap + pq) = Aep + pzg = Af(p) + 1f (q)-
o Sei V' der Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem Interval
(0,1). Dann ist Differenzieren eine lineare Abbildung D: V — V:

D(Af + pg) = (M + pg)" = X'+ ng' = AD(f) + uD(g).

Das wissen Sie vielleicht schon aus der Schule, und es kommt n#chstes Jahr in Analysis.

In diesem Beispiel haben wir Funktionen (Polynome oder differenzierbare Funktionen) als Elemen-
te, auf die wir eine weitere Funktion anwenden. Das ist kognitiv nicht fiir alle leicht: etwas, was
fiir viele erst einmal ein Prozess ist, wird auf einmal zu einem Objekt, auf das man einen weiteren
Prozess anwenden kann. Diese Stufe von Prozess zu Objekt ist super wichtig. Schauen Sie sich mal
in Lara Alcock’s Buch iiber Mathematikstudium das Kapitel 2 ,Abstrakte Objekte”, und insbeson-
dere Abschnitt 2.2  Funktionen als abstrakte Objekte an. Der Abschnitt 2.1 davor ist bestimmt
fiir Sie als angehende Lehrkréfte auch interessant.

Ubung 2.16: Bestimmen Sie in Numbas: ist eine gegebene Abbildung linear oder nicht?
Wenn Sie dies noch zu schwierig finden, gibt es eine kleine Aufwérmungsaufgabe: Ausdriicke
in Funktionen einsetzen.

Ubung 2.17: Zeigen Sie: Wenn f linear ist, dann ist
f()‘lvl + )\2"}2 + -+ /\nvn) = /\1f('Ul) +oeee )\nf(vn)

Folgende Eigenschaften von linearen Abbildungen sind simpel, aber niitzlich.

Proposition 2.18: (Lineare Abbildungen erhalten 0 und Differenzen.)
Wenn f: V. — W eine lineare Abbildung ist, dann gilt

(i) f(0) =0, und

(ii) f(u—v) = f(u) = f(v).

Beweis. Ubung. Gute ,Fingeriibung fiir Sie. ]

Proposition 2.19: (Komposition von linearen Abbildungen ist linear.)
Seien f: U — V und g: V —> W lineare Abbidlungen. Die Komposition gof: U —> W mit
(gof)(u) = g(f(w)) ist auch linear.
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BEWEIS.
(gof)(Mur + Aouz) = g(f(Arur + Aqus))
= g(A1f(ur) + Xaf(uz2)) weil f linear
= Mg(f(u1)) + Aag(f(u2)) weil g linear
= A1(gef)(u1) + Az(gof)(uz) O
Beispiel 2.20: Wenn A eine m x k-Matrix und B eine k X n- R" HfB RF
Matrix ist, dann ist faofp = fap: die Komposition zweiter
Matrixabbildungen ist die Matrixabbildung des Matrixproduk- Fan fa
tes. R™

Hier nur eine Erinnerung an die wichtige Eigenschaft der Identitidtsabbildung:

Proposition 2.21: (Komposition mit Identitét) v vy
Fir jede lineare Abbildung f: V — W gilt f
(i) foidy = f: V — W und x lf\
(”) ldWOf:fV_)W W?W
idw
Beweis. Ubung. O

Komposition von Abbildungen ist im Allgemeinen assoziativ. (Siehe Satz 4.1.1 in MAGL.) Wenn
Sie dies in MAGL noch nicht explizit gezeigt haben, dann zeigen Sie dies jetzt:

Ubung 2.22: Fiir f: X — Y, g: Y — Zund h: Z — W gilt (hog)of = ho(gof): X — W.
Zeigen Sie dies, indem Sie bestimmen, was jede der beiden Abbildungen links und rechts mit
einem beliebigen Element a € X macht.

Damit wissen wir dann: Die Menge aller linearen Abbildungen V' — V von einem Vektorraum
auf sich selbst ist mit Komposition eine Halbgruppe, die ein neutrales Element idy hat.

C. Unterrdume: erste Beispiele

Wir haben in Kapitel 1 verschiedene Beispiele von Geraden und Ebenen innerhalb von R? kennen-
gelernt. Ein Beispiel war etwa die z, y-Ebene in R3. Die sieht doch geometrisch so aus wie R2, Wir
konnten uns also fragen, ob es auch Teilmengen von Vektorrdumen gibt, die selbst auch wieder ein
Vektorraum sind.

Definition 2.23: Sei V ein Vektorraum. Ein Unterraum (auch Untervektorraum, UVR)
von V ist eine Teilmenge W < V, die auch ein Vektorraum ist, mit derselben Addition und
Skalarmultiplikation wie V.

Manche der Eigenschaften bleiben automatisch erfiillt, wenn wir eine Teilmenge anschauen: wenn
u+ v = v+ u fiir alle Vektoren u,v € V gilt, dann ist diese Eigenschaft auch wahr wenn wir u, v
nur aus einer bestimmten Teilmenge von V nehmen.

VA3 Assoziativitit der Addition

VA4 Kommutativitdt der Aaddition

SM1 Einheitsskalar

SM2 Assoziativitdat der Skalarmultiplikation

SM3 Distributivitiat von Skalarmult iber Addition im Koérper
SM4 Distributivitéit von Skalarmult iiber Addition in V'

werden alle automatisch auf einer Teilmenge erfiillt.

Wenn wir also eine Teilmenge von V' haben, miissen wir nur priifen:
VA0 Wenn wir zwei Vektoren der Teilmenge addieren, ist die Summe wieder in der Teilmenge?
VA1 Ist der Nullvektor in der Teilmenge?
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VA2 Wenn ein Vektor in der Teilmenge ist, ist sein negativer Vektor auch in der Teilmenge?
SMO Ist ein skalares Vielfaches eines Vektors aus der Teilmenge immer noch in der Teilmenge?

Wenn diese Eigenschaften alle wahr sind, dann ist die Teilmenge ein Unterraum.

Wir konnen sogar noch etwas einsparen:

Proposition 2.24: (UVR Bedingungen)
Eine Teilmenge U € V eines Vektorrams V ist ein Unterraum genau dann wenn

o 0eU (Nullvektor ist enthalten)
o fir alle u,we U istu+weU (abgeschlossen unter Addition)
o fir alle we U und alle A € R ist \ue U (abgeschlossen unter Skalarmultiplikation)

BEWEIS. Wenn wir diese drei Bedingungen priifen, bekommen wir automatisch auch Negative:
—u = (—1) - u nach Proposition 2.9. Die Axiome VA3-4 und SM1-4 werden von V geerbt.
Andersherum, wenn U ein Unterraum ist, dann ist es ein Vektorraum mit derselben Addition und
Skalarmultiplikation. Also ist U nach Definition abgeschossen unter Addition und Skalarmultipli-
kation. Es muss auch einen Nullvektor Oy geben, der fiir alle uw € U die Bedingung Oy + u = u
erfiillt. Aber wie wissen wir, dass dieser Nullvektor von U gleich dem Nullvektor von V' sein muss?
Wir wissen aus Prop. 2.9, dass in jedem Vektorraum Null mal ein Vektor den Nullvektor ergibt.
Also gilt fiir w € U, dass 0-u = Oy. Aber u ist auch ein Element von V', also gilt auch 0 - u = Oy .
Daher muss 0y = Oy sein: der Nullvektor im Unterraum ist der gleiche wie der in V. O

Um zu sehen, dass es wirklich nicht ,,automatisch ist, dass Oy = 0y, also dass das neutrale Element
der Teilmenge das selbe sein muss wie das neutrale Element der grofseren Menge: Wir nehmen die
Menge der 2 x 2-Matrizen My » mit Matrixmultiplikation. Das ist eine Halbgruppe. Die Teilmenge

aller Matrizen der Form 0 0 mit a € R ist abgeschlossen unter Matrixmultiplikation, und hat

0

A VORSICHT: Man kénnte meinen, dass man auch die Existenz des Nullvektors durch die anderen
Bedingungen erhélt, weil 0-u = 0. Aber dafiir brauchen wir erst mal irgendein u € U: die Teilmenge
U darf nicht die leere Menge sein. Denn die leere Menge ist trivialerweise unter den Operationen
abgeschlossen (weil es keine Félle zu priifen gibt). Aber die leere Menge hat auch keinen Nullvektor,
und erfiillt somit nicht die Vektorraumeigenschaften.

1 0 1 0
( O) als neutrales Element der Matrixmultiplikation. Aber (0 0) ist nicht neutral in My ».

Beispiele 2.25: (Unterrdume, die es immer gibt) Jeder Vektorraum V hat den Null-
vektorraum als Unterraum, und sich selbst:

{0} UVR von V und V UVR von V

Dass {0} UVR ist, folgt aus Eigenschaften des Nullvektors (Prop. 2.9): Die Menge ist abge-
schlossen unter Addition, weil 0 + 0 = 0 nach VA1. Sie ist auch abgeschlossen unter Skalar-
multiplikation, weil X - 0 = 0, nach Proposition 2.9(iii). Und der Nullvektor ist offensichtlich
enthalten.

Beispiele 2.26: (Unterrdume von R")

o Wie wir in Ubung 1.8 gesehen haben, ist eine Gerade durch 0 ein UVR. Wir kénnen uns
eine solche Gerade als Kopie der Zahlengerade R innerhalb von R"™ vorstellen: die Wahl
des Parameters t, einer einzigen reellen Zahl, bestimmt einen Punkt auf der Gerade.

¢ Eine Gerade, die nicht durch 0 geht, ist kein Unterraum: sie erfiillt keine der drei Bedin-
gungen.

¢ Eine Ebene durch 0 ist ein Unterraum. Eine Ebene, die nicht durch 0 geht, ist kein Unter-
raum.
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Z1
o Es gibt auch “grofere” Unterrdume: 21,T2, 23 € R § ist ein UVR von R* der so
T3
0
ghnlich aussieht wie R3. Ebenso
Iy 0
T2 T2
r1,T2,T4 € R und To,x3,T4 €ER usw.
0 T3
Ty Ty
Z1
T2
o T3 21,T,x3 € R » ist ein UVR von R®.
r1 — T2
31‘3

- Der Nullvektor ist von dieser Form: benutze x1; = o = 23 = 0.
- Die Summe zweier Vektoren dieser Form ist wieder von dieser Form:

1 Y1 T1+ Y
T2 Y2 T2 + Y2
T3 + Y3 = T3 + Y3
T1 — T2 Y1 — Y2 (1 +y1) — (22 + y2)
3z3 3ys3 3(z3 + y3)
- Ein skalares Vielfaches erhilt die Form:
T X1
To ATa
A T3 = A3
1 — T (Az1) — (Az2)
33 3(Az3)

o Die einzigen Unterriume von R (als Vektorraum R!) sind {0} und R: Wenn ein UVR W < R
ein Element w € W, w # 0 enthilt, dann bekommen wir (wegen Abgeschlossenheit unter
Skalarmultiplikation) auch = - w = 1€ W. Und dann ist fiir jedes z € R auch z-1 € W,
also ist W = R.

Ubung 2.27: Zeigen Sie, dass die ersten Beispiele wirklich Unterriume sind.

Fakt 2.28: Dies sind alle moglichen Untervektorriiume von R?:

o Nur der Nullvektor {(9)}.
o Jede Gerade durch den Ursprung.
o Ganz R2.

Dies sind alle mdglichen Untervektorriume von R3:

o Nur der Nullvektor { ( § ) }

o Jede Gerade durch den Ursprung.
¢ Jede Ebene durch den Ursprung.
o Ganz R3.

Wir beweisen dies jetzt nicht, aber wir lernen im Kurs Werkzeuge, um dies beweisen zu kdnnen.
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Beispiele 2.29: (UVR von Polynomriumen)

o Polynome von Grad < 2 sind ein UVR der Polynome von Grad < 3: R[z]2 UVR von R[z]s.
o Alle Polynome von Grad < n mit konstantem Term 0 bilden einen UVR von R[z],,.

Ubung 2.30: Zeigen Sie, dass die Beispiele in 2.29 wirklich Unterriume sind.

Beispiele 2.31: (UVR von Matrizenriumen)
¢ Die Menge der diagonalen n x n-Matrizen bilden einen UVR von M, ,,.
- Die Nullmatrix ist diagonal.
- Die Summe von zwei Diagonalmatrizen ist wieder diagonal: Wenn sowohl A;; = 0 und
Bij = 0 fiir ¢ # j, dann ist auch (A + B)ij = Aij + Bij = 0.
- Das Vielfache einer Diagonalmatrix ist wieder diagonal: Wenn A;; = 0 fiir ¢ # j, dann
auch ()\A)U =\ Aij =0.
o Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen der Gréfse n x n bilden einen UVR von M, ,,.
+ Die Nullmatrix ist eine obere Dreiecksmatrix.
- Die Summe von zwei oberen Dreiecksmatrizen ist wieder eine obere Dreiecksmatrix:
Argument wie oben, nur fiir 4 > j statt fiir ¢ # j.
- Das Vielfache einer oberen Dreiecksmatrix ist wieder eine obere Dreiecksmatrix.
o Ebenso bilden die unteren Dreiecksmatrizen der Gréfe n x n einen UVR von M, .

Hier sind noch ein paar mehr:

Definition 2.32: Eine quadratische Matrix A heift symmetrisch wenn A = AT Sie heifst
anti-symmetrisch oder schief-symmetrisch wenn 4 = — AT,

Beispiele 2.33: Folgende Matrizen sind symmetrisch:

3 45
1 3 —-23 19
o o o148
3 2 19 37
5 2 9
Folgende Matrizen sind anti-symmetrisch:

0 4 5
0 3 0 -19
o o o | —4 -2
-3 0 19 0
-5 2 0

Eine Matrix A ist symmetrisch genau dann wenn a;; = aj; fiir alle ¢,j. Und sie ist anti-

[\

o

symmetrisch genau dann wenn a;; = —a;;.
Die Diagonaleintréige einer symmetrischen Matrix sind beliebig, aber die Diagonaleintrge einer
anti-symmetrischen Matrix miissen Null sein: a;; = —a;; = 2a4 = 0 = a4 = 0, weil wir in R

durch 2 teilen konnen.

Beispiel 2.34: Die Menge Sym,, aller symmetrischen n x n-Matrizen bilden einen UVR von
N\
- Die Nullmatrix 0 erfiillt 07 = 0, ist also symmetrisch.
- Wenn A, B symmetrisch sind, dann ist (A + B)T = AT + BT = A + B, also ist die
Summe symmetrisch.
- Wenn A symmetrisch ist und A € R, dann ist (AA)T = AAT = \A, also ist dies symme-
trisch.
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Ubung 2.35: Zeigen Sie, dass die Menge ASym,, aller anti-symmetrischen n x n-Matrizen
einen UVR von M,, ,, bilden.

D. Unterrdume: strukturelle Beispiele

Auch lineare Abbildungen geben uns noch mehr Unterrdume.

Definition 2.36: Der Kern einer linearen Abbildung f: V — W ist
Kerf={veV | f(v) =0} alles, was auf 0 geschickt wird
und das Bild von f ist
Imf={weW |JveV mit f(v) =w} alles in W was von f getroffen wird

Beispiele 2.37:

a) Eine Matrixabbildung f4: R™ — R™ hat Ker f4 = {z € R" | Az = 0}. Wir werden in
Kapitel 3 lernen, wie man so einen Kern einer Matrixabbildung findet.
Das Bild ist Im f4 = {b € R™ | 3z € R™ : Az = b}. Auch hier werden wir spéter lernen,

wie man dies genauer bestimmt.
b) Wir betrachten die Projektion 7: R? — R, die (! ) auf z; schickt (aus Beispiel 2.13).

Kerm={(71) |21 =0} = {() |22 € R}
Im7m =R
weil wir fiir jedes 2 € R zum Beispiel (§) € R? mit 7(({)) = = haben.
c¢) Die Abbildung f: R[z] — R[z], die p auf f(p) = xp schickt, hat
Ker f = {0} — nur 0 landet auf 0
Im f = {Polynome mit konstantem Term 0}.
d) Differenzieren D: V — V, wobei V' der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen auf (0,1) ist, hat
Ker D = {konstante Funktionen}
ImD =1V.

Ubung 2.38: Bestimmen Sie Kern und Bild der Nullabbildung 0: V' — W und der Identitit
auf V.

Proposition 2.39: (Kern und Bild sind Unterrdume.)
Sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist Ker f ein Unterraum der Quelle V und Im f

ein Unterraum des Ziels W.

BEWEIS. Wir priifen die UVR Bedingungen aus Prop. 2.24.

o 0 € Ker f, da f(0) = 0 nach Proposition 2.18.
o Wenn u,v € Ker f, dann ist f(u+v) = f(u) + f(v) =0+ 0= 0. Also auch u + v € Ker f.
o Wenn v € Ker f und X € R, dann ist f(Av) = Af(v) = A-0 = 0. Also auch v € Ker f.

Also ist Ker f ein Unterraum.

Ubung: Priifen Sie die UVR Bedingungen fiir Im f.
O
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Wenn wir zwei Unterriume U < V und W < V haben, kénnen wir deren Schnitt und deren
Vereinigung (als Mengen) bilden. Wir bekommen aber nicht in allen Fillen wieder einen UVR!

Proposition 2.40: (Schnitt und Vereinigung von Unteriumen)
Sei 'V ein Vektorraum, und U, W UVR von V. Dann gilt:

(i) Der Schnitt U n' W ist wieder ein UVR von V.
(ii) Die Vereinigung U W ist ein UVR V genau dann wenn U € W oder W € U.

Beweis. Ubung. O

Dies gilt auch fiir andere algebraische Strukturen, z.B. Untergruppen und andere, die Sie noch
kennenlernen werden.

Die zweite Aussage zeigt uns, dass Vereinigungen fast nie Unterrdume sind. Die richtige Weise,
zwei Unterrdume zu ,yerbinden, ist nicht mit Vereinigung wie Mengen, sondern mit Summe.

Definition 2.41: Seien U, W zwei Unterrdume des Vektorraums V. Die Summe U + W der
Unterrdume ist die Menge der Vektoren

U+W={u+w|uel, weW}.

Proposition 2.42: (Summe von Unterrdumen)
Seien U, W Unterriume eines Vektorraums V. Dann ist die Summe U +W ein weiterer UVR
von V, der sowohl U als auch W enthdlt: U S U +W und W < U + W.

BEWEIS. Wir priifen die UVR Bedingungen aus Prop. 2.24.

o 0=0+4+0,mit0eU und 0e W, alsoist 0e U + W.

o Wenn uy + wy und us + wy zwei Elemente von U + W sind, dann ist deren Summe (uy + ug) +
(w1 + we), mit u; + ug € U und wy + wy € W, weil beide UVR unter Addition abgeschlossen
sind. Also ist die Summe der Elemente auch in U + W.

o Wenn u+w e U+ W und A € R, dann ist A(u + w) = Au + Aw, mit Au € U und dw € W, weil
beide UVR unter Skalarmultiplikation abgeschlossen sind. Also ist A(u + w) e U + W.

Daher ist U + W UVR von V.
Fiir beliebiges u € U haben wir u = u+0e€ U + W, weil 0 € W. Genauso ist fiir beliebiges w e W
das Element w = 0+ w € U + W. Also enthélt U + W sowohl U als auch W. ]

Beispiele 2.43: o Seien U — {(3) ze R} und W = {<O>
y
. T 0
ist U+ W = {<0> + < ) z, yeR} = R2
y

Dies zeigt den Unterschied zwischen Vereinigung und Summe: die Vereinigung der x-Achse
und der y-Achse ist nur die Menge der beiden Achsen, aber die Summe der x-Achse und
der y-Achse ergibt die ganze Ebene. Das ist genau das, was wir brauchen, um Unterrdume
zu kombinieren.

ye R} UVR von R2. Dann

Die Summe von zwei Unterrdumen ist der kleinste Unterraum, der beide enthdlt.

z 0
o Sei U = yl||lz, yeR» und W = y ||y, zeR}. Dann ist U + W = R3, aber es
0 z
gibt nicht-triviale Uberschneidung: U n W = yllyeR
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Wir sehen: wenn U n W nicht der Nullvektorraum ist, dann gibt es etwas ,,Uberfliissigkeit* in der
Summe. Manchmal ist es gut, zwischen diesen Situationen unterscheiden zu konnen.

Definition 2.44: Fiir Unterrdume U und W von V nennen wir die Summe U + W eine
direkte Summe, und schreiben U @ W, wenn U n W = 0.

Beispiele 2.45: In den obigen Beispielen ist das erste Beispiel eine direkte Summe, aber das
zweite nicht.

E. Spann und Erzeugendensysteme

Wir kénnen die UVR Bedingungen (Prop. 2.24) auffassen als: ein UVR ist eine nicht-leere Teil-
menge, die unter Linearkombinationen abgeschlossen ist. Wir erwarten also, dass die Menge aller
Linearkombinationen bestimmter Vektoren einen Unterraum geben miisste.

Definition 2.46: Sei S eine nicht-leere Menge von Vektoren im Vektorraum V. Der Spann
von S (auch Aufspann oder lineare Hiille), geschrieben

Span(S) = (S)
ist die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren aus S.
(8) = {Awy + Awy + -+ Nw,y | wr, ..., wr €S A, .., N € R}
Der Spann der leeren Menge ist der Nullvektorraum:

Span(g) = {0}.

Hier enthélt eine Linearkombination aus unendlich vielen Vektoren nur endlich viele von Null
verschiedene Koeffizienten.

Notation 2.47: Wenn S = {w;, wsy, ..., w,} eine endliche Menge ist, schreiben wir auch

Span(S) = Span(wy, wa, ..., w,) ={wy, Wa, ..., Wry.

Proposition 2.48: (Spann ist UVR)
Der Spann einer nicht-leeren Teilmenge S von V ist ein Unterraum von V.
Zudem ist dies der kleinste Unterraum von V, der alle Elemente von S enthdlt.

Der zweite Satz bedeutet: wenn W ein weitere UVR von V mit S < W ist, dann ist Span(S) € W.

BEWEIS. Es gibt mindestens ein w € S, weil S nicht-leer ist. Seien auch w; € S, firi =1,...,r.

o 0 € Span(S) weil 0 = 0 - w eine Linearkombination von Vektoren aus S ist.

¢ Fiir zwei Linearkombinationen v und v aus Elementen aus S ist deren Summe auch eine
Linearkombinaton von Vektoren aus S: in jeder Linearkombination kommen nur endlich viele
Elemente aus S vor, also kommen auch nur endlich viele Elemente wy,...,w, € S in beiden
Linearkombinationen zusammen vor. Wir kénnen also schreiben: © = A\jw; + - -+ + A\,w, und
v = prwi + - -+ prw, fir A, p; € R (wobei manche der Koeffizienten Null sein kénnen). Dann
ist

u+v= ()\1 + ,u1)w1 + ()\2 + /Jg)'lUQ + -+ (>\r + ,ur)wr.

Also haben wir u, v € Span(S) = u + v € Span(S5).

o Fir u = Mw; + -+ + \w, € Span(S) und einen Skalar 1 € R haben wir

pu = (pA1)wy + (pr2)ws + -+ - + (u\-)w, € Span(S).

Also ist Span(S) UVR von V.

Fiir die zweite Aussage erinnnern wir uns daran, dass jeder Unterraum von V abgeschlossen unter
Linearkombinationen ist. Wenn also alle Elemente von S in dem Unterraum sind, dann miissen
auch alle Linearkombinationen dieser Elemente im Unterraum sein.
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Wenn also W ein UVR ist mit S € W, dann ist fiir eine beliebige Linearkombination u € Span(.S)
auch u € W. Daraus folgt Span(S) € W, also ist der Spann der kleinste UVR, der alle Elemente

von S enthélt.

O

Ubung 2.49: Zeigen Sie, dass die Summe U + W von zwei Unterrdumen U und W von V

gleich dem Spann der Vereinigung ist: U + W = Span(U u W).

raum, der beide enthdlt.

Dies beweist dann unseren Slogan: Die Summe von zwei Unterrdumen ist der kleinste Unter-

Manchmal ist der Spann einer Teilmenge ganz V.

Definition 2.50: Wir sagen, dass eine Menge S den Vektorraum V aufspannt oder erzeugt,
wenn Span(S) = V. Wenn S den Raum V erzeugt, nennen wir S auch ein Erzeugendensy-

stem von V.

Wenn also S den Raum V erzeugt, dann kann jeder Vektor v € V' (in mindestens einer Weise) als
Linearkombination von Vektoren aus S geschrieben werden.

1 1
Beispiele 2.51: ¢ Die Menge {(()) , (?)} erzeugt R?: <m> =z <0> +y (2) also ist
Y

jeder Vektor in R? eine Linearkombination dieser beiden Vektoren.

¢ Die Menge {(;) , (

eindeutig sein.

0

1
1) , <1> } erzeugt auch R?: die Linearkombinationen miissen nicht

T 1 0 1
= T + Y + 0
Y 0 1 1
1 0 1
= 0 + — +
0 y—a) |, |,
1 0 1
= (a- + of, ]+
@=9{, ) vl
1 0 1
- (- + (- + (z+
(L) (M) wrn (]
1 —1 1
o Die Menge 1,111, erzeugt R3:
0 0 1
N 1 —1 1
=<$2yz) 1 +<y2x> 1 |+2[1
z 0 0 1

Wir lernen bald, wie man diese Koeffizienten findet.

1 0 1 1
o Die Vektoren | 0|, | 1 | erzeugen die z,y-Ebene in R?. Aber die Vektoren |1 |, | —1
0 0 0

erzeugen die selbe Ebene. Also haben wieder

1 0 1 1
<0, 1>_<1, 1>.
0 0 0 0
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1 0
0 :
o In R”, seien e; = o e = 0 , also ist ej der Vektor mit Nulleintradgen iiberall,
0 1
bis auf eine 1 im Eintrag k. Dann erzeugen ey, ..., e, den Raum R™.
1 1 0 0 0
T 0 1 : 0
Do l=a | [+ O+ m [ |
Tn—1 0 ; 1 0
Ty 0 0 0 1

Diese Vektoren ey, ..., e, sind super niitzlich und werden uns immer wieder begegnen. Wir

=x1e1 +Tg9eg + -+ Tp_1€nh_1 + Tpey

nennen Sie die Standardbasisvektoren.

o Die Monome {1, x, 2,..., 2™} erzeugen den Polynomraum R[z],: jedes Polynom ist einer

Linearkombination dieser Monome.

Wir haben in den Beispielen gesehen, dass verschiedene Mengen den selben Unterraum erzeugen

konnen.

1

P=apx" +ap_12" + - Faxtap-l

Proposition 2.52: (Gleicher Spann)

Fir zwei nicht-leere Teilmengen S und S’ eines Vektorraums V gilt Span(S) = Span(S’)
dann wenn jeder Vektor aus S eine Linearkombination von Vektoren aus S’ ist, und

genau

jeder Vektor aus S’ eine Linearkombination von Vektoren aus S ist.

Beweis. Ubung.

Wir kénnten uns jetzt fragen: Wie finden wir raus, ob ein bestimmter Vektor im Spann einer
bestimmten Teilmenge liegt? Dazu miissen wir ein lineares Gleichungssystem l6sen. Und das lernen

wir im nichsten Kapitel.

F. Vektorrdume: Study guide

Konzeptiibersicht.

<

[ R IR R VIR T O IR IR IR IR e IR R O R R IR O R

Vektorraum, Vektorraumaxiome

Vektorraum von Matrizen

Vektorraum von Polynomen

Eigenschaften von Nullvektor und Negativen in einem Vektorraum
Lineare Abbildungen, Quelle, Ziel

Repertoire von und Intuition iiber lineare Abbildungen
Komposition von linearen Abbildungen

Nullabbildung, Identititsabbildung

Unterraum, UVR Bedingungen

Unterrdume von R", besonders fiir n = 2,3
Symmetrische und anti-symmetrische Matrizen
Verschiedene Matrixunterrdume

Schnitt und Vereinigung von Unterrdumen

Kern, Bild einer linearen Abbildung

Summe von Unterrdumen

Direkte Summe

Spann, Erzeugendensystem

Spann ist UVR

LAAG
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Skills.

o Bestimmen, ob (und beweisen, dass) eine gegebene Menge mit Operationen ein Vektor-
raum ist.

¢ Einfache Resultate unter Verwendung von Vektorraumaxiomen beweisen.

¢ Bestimmen, ob (und beweisen, dass) eine Abbildung linear ist.

¢ Bestimmen, ob (und beweisen, dass) eine gegebene Teilmenge in UVR ist oder nicht.

¢ Schnitt und Summe von (einfachen) Unterrdumen bilden.

(Skills zu den restlichen Konzepten folgen spéter.)
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KAPITEL 3

Lineare Gleichungssysteme

Wir brauchen lineare Gleichungssysteme (LGS) an vielen Stellen in unserem Kurs: zum Beispiel,
um den Kern einer Matrixabbildung zu finden, oder um herauszufinden, ob ein bestimmter Vektor
im Spann von anderen Vektoren liegt, aber auch fiir vieles andere. Deswegen ist dieses Kapitel ein
sehr wichtiges Werkzeug, auch iiber diesen Kurs hinaus.

Lineare Gleichungssysteme sind auch eine zweite Interpretation von Matrizen. Wir werden in die-
sem Kapitel lernen, was ein lineares Gleichungssystem ist, wie man es mit Hilfe von Matrizen 16sen
kann, und wie viele Losungen bestimmte Systeme haben kénnen.

A. Lineare Gleichungssysteme

Wir haben gesehen, dass wir Geraden in verschiedenen Schreibweisen aufschreiben konnen: in
Koordinatenform y = ma + b, oder in Parameterform {b + tu | t € R}.

Die Koordinatenform y = ma + b lisst allerdings keine senkrechten Geraden zu, weshalb dies eine
bessere Koordinatenform ist: ayx + asy = b. Wenn ay # 0, bekommen wir daraus sehr leicht die
aus der Schule iibliche Form. Aber mit as = 0 bekommen wir auch senkrechte Geraden x = <Tbl
Diese Koordinatenform ist genau eine lineare Gleichung. Und wir werden sehen, dass die Param-
terform {b +¢-u | t € R} genau einer Losungsmenge solch einer linearen Gleichung entspricht.

Definition 3.1: Ein lineares Gleichungssystem (LGS) in n Unbekannten (oder Va-
riablen) ist ein System von Gleichungen der Form

a11%1 + - -+ a1y =b;
Am1T1 + - + Gmn Ty = b,
Auf der rechten Seite jeder Gleichung steht eine Linearkombination der Variablen, hier 1, . .., z,,

und auf der rechten Seite jeder Gleichung steht eine Konstante.
Ein solches System heifst homogen wenn alle b; auf der rechten Seite gleich Null sind. An-
sonsten ist es inhomogen.

T

Z2
Eine Lésung eines LGS ist ein Vektor | . | € R”, dessen Eintrage alle Gleichungen gleich-

In
zeitig 16sen.

Nicht-Beispiele 3.2: Folgende Gleichungen sind nicht linear:

o 22 4+ 2y = 0, 2y = 1: Produkte der Variablen sind nicht erlaubt.

¢ 2x — /y = 1: Wurzeln von Variablen sind nicht erlaubt.

o sin(x) — cos(y) = 1: Funktionen wie Sinus, Cosinus, Logarithmus usw. sind nicht linear.
¢ €% = 2: Unbekannten diirfen nicht im Exponenten stehen.

Wir interessieren uns fiir Losungen solcher linearen Gleichungssysteme. Fangen wir mit einer ein-
zelnen Gleichung an.
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Beispiel 3.3: Die lineare Gleichung 3z — 4y = 0 hat viele Losungen: wir kénnen y frei

4
wéhlen, und dadurch wird z festgelegt. Zum Beispiel (ac) = <3> ist eine Losung. Jede
Y
i T 4t 4 C T .
andere Losung ist ein Vielfaches davon: " oder ¢ 5] Also ist die Losungsmenge eine

Gerade < ¢ t € R }. Dies ist eine Gerade durch den Ursprung.

Wenn wir dieselbe Gleichung nehmen und inhomogen machen, haben wir etwas dhnliches.

2 4
3z — 4y = 2 hat Losungsmenge {<1> +1 (3)

Ursprung, aber ist parallel zur Geraden, welche die Lésungsmenge der homogenen Gleichung
ist.

te R}. Diese Gerade geht nicht durch den

2
<1> ist eine spezielle Losung dieser inhomogenen Gleichung, aber da 3-4 —4 -3 = 0,

4
kénnen wir Vielfache von (3) zu dieser Losung addieren und erhalten wieder eine Losung:

32+4t-4)—4(1+t-3)=(3-2-4-1)+¢3-4—4-3) =2+1¢-0.

Da wir zwei Variablen und nur eine Gleichung haben, haben wir ,einen Freiheitsgrad“: wir
konnen eine der beiden Variablen wahlen, und die andere wird dadurch bestimmt. Dies ent-
spricht einer Gerade.

Beispiel 3.4: Die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit drei Variablen ist eine Ebene:
wir haben jetzt ,zwei Freiheitsgrade®.

3s—3t -3
2x1—3x2+6x3 = 0 hat Losungsmenge s s,teR} =+<s- +t] 0 ||s,teR

t 1

wir kénnen zwei der Variablen frei wihlen, x5 = s und x3 = ¢, und dadurch wird dann
bestimmt.
Wir sehen, dass dies eine Ebene ist: wir konnen s und ¢ unabhingig voneinander wihlen, und
dies gibt uns zwei Richtungsvektoren, die nicht kollinear sind.

O = lw

Bei einem System mit mehreren Gleichungen ist die Losungmenge dann die Schnittmenge der
Losungen der einzelnen Gleichungen.

Beispiele 3.5: ¢ Wir betrachten das LGS
3r—4y =2
20—y =0

Die beiden Gleichungen reprisentieren zwei Geraden:

)G} = )

Eine Losung dieses Systems ist also der Schnittpunkt der beiden Geraden. In der Schule

haben wir schon Losungswege gelernt: Die zweite Gleichung gibt y = 2z, und dies in die

erste Gleichung eingesetzt gibt 3z — 8z = 2, oder # = —2. Dann ist y = —3. Also ist
2

<_i> die Losung des LGS. Die Losung ist eindeutig.
5
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¢ Dieses LGS hat keine Losungen:

3r—4y =0
6r —8y =14
Die zwei Geraden sind parallel, haben also keinen Schnittpunkt.
o Das LGS
3z —4y =2
6r —8y =14

hat eine ganze Gerade als Losungsmenge: die zweite Gleichugn ist ein Vielfaches der ersten
Gleichung, also reprisentieren beide Gleichungen die selbe Gerade

()G

und dies ist die Losungsmenge des LGS.
Wir werden spéter untersuchen, wann ein LGS eine eindeutige Losung, keine Ldsung oder

unendlich viele Losungen hat.

Definition 3.6: Ein LGS heift konsistent oder 16sbar wenn es (mindestens) eine Losung
hat. Ein LGS ohne L&sungen heifit inkonsistent oder unl6sbar.

B. Schreibweisen fiir lineare Gleichungssysteme

Wie wir schon in der Einfiilhrung gesehen haben, kénnen wir LGS auf verschiedene Weisen auf-
schreiben. Wir haben schon in der Definition die Form als Gleichungen gesehen:

1121 + a12%2 + -+ Ap—1Tp—1 + C1nTn = b1

2171 + A2 + -+ - + Aop—1Tp—1 + A2 Ty = b2

Am1T1 + Gm2T2 + * + Amp—1Tn—1 T OmnTn = bm

Notation 3.7: Ein LGS kann als Linearkombination der Koeflizienten notiert werden:
ail Q1n by
1 PR I S o7 : =
am1 Amn bm
Diese Schreibweise brauchen wir, wenn wir das Verhéltnis verschiedener Vektoren zueinander un-
tersuchen wollen. Zum Beispiel, ob ein bestimmter Vektor im Spann von anderen Vektoren liegt.
Diese Vektorgleichung enthilt genau die selbe Information wie die Gleichungsform des LGS: wenn

wir auf der linken Seite die Vektoren zu einem Vektor aufaddieren, haben wir in der Vektorgleichung
genau pro Eintrag eine der Gleichungen des Systems.

Notation 3.8: Ein LGS kann in Matrixform als

T

aiy G2 - Qlp—1  Glp by
T2

a1 az2 -+ d2p—1  Q2n . ba
Tn—1

Am1 Am?2 o Omn—1 Amn bm
Tn

notiert werden.
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Hier sind die Koeffizienten in einer Matrix zusammengefasst. Wenn A diese Matrix ist, konnen
wir z flir den Vektor der Variablen und b fiir den Vektor der Eintrége auf der rechten Seite
schreiben. So bekommen wir eine schone kompakte Schreibweise:

Ax = b.

Diese Schreibweise hilft uns, wenn wir Eigenschaften von Matrizen und von Abbildungen untersu-
chen wollen, wie etwa Kern und Bild.

Wenn wir die Matrixmultiplikation auf der linken Seite ausfilhren, haben wir wieder eine Vektor-
gleichung, in der jeder Eintrag eine der Gleichungen des LGS darstellt.

T
a1 aiz - Qip—1  Qip . a1121 + @122+ + A1p—1Tn—1 + ATy
2
a1 G2 *°r Q2p-1  G2n ) a21%1 + a22T2 + -+ + A2p—1Tp—1 + A2nTn
Tn—1
Am1 Am2 o Amn—1 Amn z Am1T1 + Am2T2 + -+ Umn—1Tn—1 + AmnTn
n

Wir sehen, dass die Matrix so viele Spalten hat wie es Variablen oder Unbekannte gibt, und so
viele Zeilen wie es Gleichungen gibt.

Wir wollen in diesem Kapitel einen systematischen Lésungsalgorithmus lernen, um LGS mit Hilfe
von Matrizen zu Losen.

Wir lernen dazu noch eine Kurzschreibweise fiir ein LGS: Da die Variablennamen selbst nicht
wichtig sind (die Losung &ndert sich nicht, wenn die Variablen y; statt x; heifen), sind nur die
Anzahl der Variablen, die Koeffizienten a;; und die Konstanten b; auf der rechten Seite nétig, um
das LGS zu kennen und zu l6sen.

Definition 3.9: Die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS ist eine Matrix der Form

a11 a12 - Qlp—1 ain | b1
a21 a2 -+ G2p—1 a2n | b2
Am1 Am2 tee Amn—1 Amn bm

Dies ist eine andere Schreibweise als die Matrixschreibweise Az = b, denn es ist nicht mehr explizit
eine Gleichung. A\ Dies ist wirklich ,nur* eine Kurzschreibweise. Der senkrechte Strich erinnert uns
an die Position des Gleichheitszeichens.

Konvention 3.10: Bei einem homogenen LGS Ax = 0 lassen wir in der erweiterten Koeffizien-
tenmatrix oft die Erweiterung durch Nullen weg:
air a2 Aip-1 Gip |0 aip a2 -0 Gip—1  Gin

a1 Gz v Q2p—1  Q2n |0 . azy Qg2 - G2pn—1  G2n
wird kurz als

Am1  Gm2  *** Gmp—1 Qmn |0 aml1 Am2 - Omn—1 Qmn

geschrieben.
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Beispiele 3.11: Hier sind einige LGS und deren erweiterte Koeffizientenmatrizen.

33’51—1‘2:0 3 -1
2{E1—4$2:0 2 —4
—bx1 + 629 =0 -5 6
x1 + 2x0 + 23 = 2 1 2 1]2
—x1 — T2 +x3 =1 -1 -1 11

371 — 2o + 423 - 3 -1 4 0] 2
-1 -3 0 +2|0
+ 2z = V2

—T1 — 3.%2

T To — 3T3 =-5

Welches LGS ist am leichtesten zu l6sen? Eins wo die Gleichungen schon die Lésungen geben:

T = b1 10 --- 0 b1
X2 = bQ o1 --- 0 b2
Typ = by 0 0 -+ 1]|b,

In diesem System haben wir genausoviele Gleichungen wie Unbekannte. Also ist die Matrix A (von
Az = b) eine quadratische Matrix.
Das néchst-bestlosbare System ist eins wie dieses:

r1 + apxe + -+ apT, = b 1 a2 -+ aw|b
o + - 4+ agpx, = by 0 1 “oo Qgp | b2
Tn = b, o o0 - 1 |b,

Wir erhalten x,, mit der letzten Gleichung, substitutieren dies in die vorletzte Gleichung und
erhalten z,,_1, und so weiter nach oben.

Unser Ziel ist es, die linke Seite der erweiterten Koeffizientenmatrix eines LGS in so eine obere
Dreicksform zu {iberfiihren, natiirlich in einer Weise, die die Losungsmenge nicht dndert.

Wir kdnnen sogar noch eine etwas niitzlichere Form finden. Leider kénnen nicht alle Systeme in
die schone Diagonalform iiberfiihrt werden, aber wir werden sehen, dass wir so nah wie mdoglich
daran kommen werden.

C. Elementare Zeilenumformungen

Es gibt drei recht einfache Typen von Zeilenoperationen, die wir auf ein LGS anwenden kénnen,
ohne die Losungsmenge zu veréndern. Es ist egal, ob wir die Operationen auf die Gleichungen oder
auf die Zeilen der erweiterten Koeffizientenmatrix ausfiiren.

Definition 3.12: Die drei Typen von elementaren Zeilenumformungen sind
1. Multipliziere eine Zeile mit einem von Null verschiedenen Skalar.
2. Tausche zwei Zeilen.
3. Addiere ein Vielfaches einer Zeile auf eine andere.

Es ist klar, dass alle diese Umformungen riickgéingig gemacht werden koénnen, und dass sie die
Losungsmenge des LGS nicht dndern.

Beispiel 3.13: Wir wenden die elementaren Zeilenumformungen auf das LGS in Gleichungs-
form und auf die erweiterte Koeflizientenmatrix an.
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Txy + 32y =3 T3]3
1+ 12 =1 L1
Tausche Zeile 1 und Zeile 2:
1 +ao =1 1 1)1
Tr1 + 310 =3 7 3|3
Addiere —7 mal Zeile 1 zu Zeile 2:
1 +ax9=1 1 1 1
0—4zy = —4 0 —4|—4
Multiplizieren Zeile 2 mal —1 (oder teile sie
durch —4):
T +as=1 L1
e 0 1|1
To = 1
Addiere —1 mal Zeile 2 zu Zeile 1:
r1 = 0 1 01]0
To =1 0 11

0
Dieses LGS hat also eine eindeutige Losung (1:1) = <1>, die wir am Ende direkt ablesen
T2

konnen.

Wir sehen hier, dass die Benutzung der erweiterten Koeffizientenmatrix statt der Gleichungen
viel iibersichtlicher und effizienter ist: man muss weniger schreiben und hat nur die nétigen
Informationen.

In Lineare Algebra kénnen Sie oft Thre Losungen selbst iiberpriifen. Zum Beispiel, setzen Sie
die gerade erhaltene Losung wieder in die urspriinglichen Gleichungen ein:

7-0+3-1=3
0+1=1

stimmt.

Uberzeugen Sie sich davon, dass alle diese elemntaren Zeilenumformungen umgekehrt werden kon-
nen! (Wie?)

A\ Vorsicht! Stellen Sie sicher, dass Sie nie eine Zeile mit 0 multiplizieren! Dies 16scht alle Infor-
mationen in dieser Zeile.

Ubung 3.14: Zeigen Sie, dass zwei LGS, die durch elementare Zeilenumformungen ineinander
iiberfithrt werden kénnen, die gleiche Losungsmenge haben.

D. Gauss Algorithmus

Wir lernen jetzt einen Algorithmus, der uns sagt, welche elementare Zeilenumformung am besten
sind, um ein LGS in eine Form zu iiberfiithren, in der wir die Lésung leicht ablesen kdnnen.
Eine diagonale Form wére am schonsten, aber das ist nicht immer moglich. Besonders, wenn wir
gar keine diagonale Matrix haben.
Beispiel 3.15: Das LGS
T, + 2w9 + 33 =2 1 2 1]2
—x1 — T2 +x3 =1 -1 -1 1|1

hat nicht genug Gleichungen, um in eine Diagonalform iiberfiihrt zu werden.
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2Y 41 (1 2 1|2\ 1on (1 O =3 |—-4
1 01 2|3 01 2|3

.’1?1—3.’1?3=—4
To + 2x3 =3

Die néchstbeste Form ist

1 2 1
-1 -1 1

korrespondierend zu

Wir konnen dann x3 frei wihlen (zum Beispiel als 1, oder als Parameter ¢), und dann davon
abhéngend leicht 7 und z9 ablesen. Die Losungsmenge ist dann

—4 3
3 |+t -2 teR
0 1

Wir haben hier notiert, welche elementaren Zeilenoperationen wir durchgefithrt haben: die
romischen Ziffern stehen fiir Zeilen.

Definition 3.16: Eine Matrix ist in Zeilenstufenform (ZSF) wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind.

¢ Alle Nullzeilen stehen grupiert am Ende der Matrix.

o In jeder Zeile, die keine Nullzeile ist, ist der erste von Null verschiedene Eintrag eine 1. Wir
nennen dies eine fiihrende Eins.

o In zwei aufeinanderfolgenden, von Null verschiedenen Zeilen steht die fiihrende Eins in der
unteren Zeile weiter rechts als die fithrende Eins in der Zeile dariiber.

Wenn zusétzlich iiber jeder fiihrenden Eins nur Nullen stehen, dann ist die Matrix in redu-
zierter Zeilenstufenform.

Bemerkung 3.17: In einigen Quellen wird bei ZSF nicht verlangt, dass der erste von Null ver-
schiedene Zeileneintrag eine 1 ist. Dieser Eintrag heifst dann Hauptelement oder Pivotelement.
Dass der Eintrag 1 ist, wird dann erst bei der reduzierten ZSF verlangt. Es ist aber fiir unseren
Algorithmus hilfreich, wenn wir diese Bedingung schon bei ZSF einfiihren.

Die dritte Bedingung von ZSF bedeutet, dass unter jeder fithrenden Eins nur Nullen stehen. Wir
konnten also sagen, dass eine Matrix in ZSF eine obere Dreiecksmatrix (oder eine rechteckige
Version davon) ist. Aber die fithrenden Einsen miissen nicht unbedingt auf der Diagonalen stehen
(oder, bei rechteckigen Matrizen, in den Eintrigen a;;).

Eine Matrix in ZSF sieht so aus:

1 =+ = * ok ok
0 1 ® k%
0 0 O 0 1 =
0 0 O 0 0 O

Hier steht = fiir einen beliebigen Eintrag. Eine Marix in reduzierter ZSF sieht so aus, mit Nullen
iiber den fithrenden Einsen:

1 0 = * 0 =%
0 1 0 =
0 0 O 0 1 =
0 0 O 0 0 0

Bei einer erweiterten Koeffizientenmatrix betrachten wir die Matrix auf der linken Seite des Strichs,
um zu entscheiden, ob sie in (reduzierter) ZSF ist.
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Beispiele 3.18: Folgende Matrizen sind in ZSF, aber nicht in reduzierter ZSF.

01 2 4

1 8 =2 1 -1 2 3|1
1 3 2|1 0 0 01

o0 1 =2/. © o o0 1 1 2|-1
0 0 1|1 0 0 0O

0 0 1 0 0 0 1|0
0 0 0O

Ubung 3.19: Benutzen Sie elementare Zeilenumformungen, um die obigen Matrizen in re-
duzierte ZSF zu iiberfiihren.

Konvention 3.20: Wir sagen A hat reduzierte ZSF B, wenn A durch elementare Zeilenumfor-
mungen in die reduzierte Zeilenstufenform B iiberfiithrt werden kann.

Beispiele 3.21: Folgende Matrizen sind in reduzierter ZSF.

1 0 0]-1 1 0 0 01 1 0 2
1 -5 114
10 1 2|0 10 1 2 0] 2 10 1 -1 o
0 0 0|0
0 0 0] 2 0 00 1]-1 00 O

Ubung 3.22: Bestimmen Sie, ob die oben gegebenen LGS losbar sind oder nicht. Fiir jedes
16sbare System, geben Sie die Losungsmenge an.

Gauss-Jordan Algorithmus 3.23: Der Gauss-Jordan Algorithmus iiberfiihrt eine (erwei-
terte) Matrix in reduzierte ZSF, mit den folgenden Schritten:

o Wihle die erste Spalte von links, in der ein von Null verschiedener Eintrag steht.

o Ist der oberste Eintrag der gewéhlten Spalte eine Null, so tausche die erste mit einer anderen
Zeile, in der in dieser Spalte keine Null steht.

o Teile die erste Zeile durch den nun obersten Eintrag der gewahlten Spalte, um eine fithrende
Eins zu erhalten.

o Addiere geeignete Vielfache der obersten Zeile zu den darunterliegenden Zeilen, sodass die
Eintrage unter der fithrenden Eins zu Null werden.

¢ Verdecke nun die oberste Zeile der Matrix und wiederhole die obigen Stufen mit der Rest-
matrix. Wiederhole so lange, bis die Matrix in Zeilenstufenform ist.

o Von der ZSF ausgehend, arbeite von hinten, um durch geeignete Additionen von Zeilen
auch iiber den fiihrenden Einsen Nullen zu erzeugen.

Bemerkung 3.24: Der Teil bis ZSF ist der Gauss-Algorithmus, und wenn man dann auch noch
bis reduzierte ZSF geht, ist es Gauss-Jordan.

Ich empfehle, immer bis zur reduzierten ZSF zu gehen, weil man dort die Losung sehr viel leichter
ablesen kann als bei ZSF.

Informell gesagt macht der Gauss-Jordan Algorithmus folgendes: er vereinfacht die Gleichungen,
eliminiert {iberfliissige Gleichungen (die er in Nullzeilen {iberfiihrt), und bringt den Rest in eine
Form, in der man die Losungen leicht ablesen kann.

Wir sehen dies am besten an Beispielen:
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Beispiele 3.25: Wir benutzen Gauss-Jordan fiir die folgenden Beispiele.

Sie kénnen auch eine noch ausfiihrlichere Erklarung in meinem Video Gauss-Jordan-Algorithmus
anwenden anschauen. Dort sehen Sie auch, wie Sie den Gauss-Jordan-Algorithmus Rechner
benutzen koénnen, um die verschiedenen moglichen Schritte zu erkunden und den Algorith-
mus besser zu verstehen, ohne zu viel selbst rechnen zu miissen. (Also mehr verstehen als
rechnen).

o Wir wihlen die erste Spalte. Dort steht schon eine 1 an oberster Stelle. Wir erzeugen also
Nullen unter dieser fiithrenden Eins. Wir machen hier Késtchen um fiihrende Einsen, um

sie hervorzuheben.
-2 10 -2 1

0 2 -s|s |0 2 —8|s
-4 5 9 | -9 0 -3 13 |-9
Nun iiberdecken wir die erste Zeile und fahren mit der Restmatrix fort. Wir wahlen die

zweite Spalte. Dort steht eine 2 an der (neuen) obersten Stelle, also teilen wir die zweite
Zeile durch 2. Danach erzeugen wir eine Null im Eintrag unter der fithrenden Eins.

L—2 1o, (1 =2 10 -2 110
0 2 8|8 |=|o —4 4 "M o 4|4
0 -3 13 |-9 0 -3 13|-9 0 0 3

Weil der Eintrag in der dritten Zeile und dritten Zeile zuféllig schon eine 1 ist, ist die
Matrix jetzt in ZSF.
Nun erzeugen wir Nullen dber den fiihrenden Einsen, angefangen mit der dritten Spalte.

1 -2 1]o0 1 -2 0|-3 1] o o |29
0 1 44| 0 [1] of 16 "2 [0 [1] o |16

0 o [1]|3 0 0 1|3 0o o [1]|3

29
Wir lesen die eindeutige Losung des Systems ab: | 16 |-

3
o Wir wihlen wieder die erste Spalte. Dieses Mal ist der oberste Eintrag 0, also miissen wir

Zeilen tauschen. Danach kénnen wir durch Division in der ersten Zeile die fithrende Eins
bekommen. Anschliefend erzeugen wir Nullen unter der fithrenden Eins.

3 1 3 1
01 Al 282 1y (1] -2 1 5111_51—5 1]
2 -3 2 |1|= |0 1 —4|8|>]|0 1 —4|8|— |0 1 —4| 38
5 -8 7|1 5 —8 7|1 5 -8 7|1 0 -3 2 |-2

2

—_

Nun wiederholen wir den Algorithmus fiir die beiden untersten Zeilen: Wir wéhlen die
zweite Spalte, die in der zweiten Zeile (der neue oberste Eintrag) schon eine fithrende Eins
hat. Wir miissen also nur darunter Nullen erzeugen.

! 7% ! % I+ 311 7% ! %
0 4| 8| =310 4|8
0 -4+ 2 |-3 0o 0 03

Die dritte Zeile (bis zum Trennstrich) ist eine Nullzeile. Diese steht am Ende der Matrix.
Somit ist die Matrix in ZSF.
Wir sehen hier schon an dieser Stelle, dass das LGS unl6sbar ist: in der letzten Zeile steht
0-21+0-290+0-23 = g, was natiirlich unmdglich ist. In diesem Fall kann man sich die
letzten Schritte auch sparen.
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KAPITEL 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME GAUSS ALGORITHMUS

o Statt dessen dndern wir das Beispiel ein wenig ab: wir fangen mit folgender ZSF an und
erzeugen eine Null {iber der zweiten fiihrenden Eins:

1 -3 1 %I+§IIO 5| %
0 [1] 48| =0 [1] 48
0 0 0]o0 0 0 0]0

Dies ist nun in reduzierte ZSF, und es gibt eine Spalte ohne fiihrende Einsen, hier in griin.
Solch eine Spalte ohne fiihrende Eins bedeutet, dass die zugehorige Variable, hier x5, einen
beliebigen Wert annehmen kann. Dies nennt man eine freie Variable. Wir machen sie zu
einem Parameter z3 = t.

Wie konnen wir jetzt die Losung ablesen? Zur Veranschaulichung iibertragen wir das LGS
wieder in Gleichungen, damit wir sehen, was hier passiert.

25
T —51)3 = ?

l‘2—4l‘3:8

Wir setzen x3 = t und bringen es auf die rechte Seite, und so erhalten wir
25

x1=?+5t
To = 8+ 4t
2 5
Also hat das LGS die Losungsmenge 8 |+t|4]|teR
0 1
¢ Hier ist noch ein Beispiel mit zwei freien Variablen in der Lésung. Dies ist ein homogenes
LGS.
2 6 8 2 6 8 1 2 6 8
2 -1 2 -4 0 -5 —10 —20 0 -5 —10 —20
3 1 8 4| o =5 —10 =20 |o 0o o o0
1 -3 —4 -12 0 -5 —10 —20 00 0 0
1 2 6 8 0 20
0 2 4 0 2 4
"o o ool o o o0 o0
0 0 00 0 0 0 0

Wir haben nun zwei Spalten ohne fiihrende Eins, hier eine griin (dritte Spalte) und eine
lila (vierte Spalte) markiert. Wir kénnen nun z3 = s und x4 = ¢ wihlen. Also ist eine
allgemeine Losung

T —2s
T2 . —2s — 4t
I3 S
T4
und somit ist die Losungsmenge:
-2 0
-2 —4
s +t s,teR
1 0
0 1

Mehr Zwischenschritte beim Ablesen der Lésung von der reduzierten ZSF sind mit an-
deren Beispielen im Video Von reduzierter Zeilenstufenform zu Lisung auf OPAL (unter
Erkldrungsvideos) erklart.

LAAG Seite 48 erstellt von Julia Goedecke, 2024


https://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~jugo878d/Videos/redZSFzuLoesung.mp4
https://bildungsportal.sachsen.de/opal/auth/RepositoryEntry/43632754691/CourseNode/1652236376584538003

KAPITEL 3. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME GAUSS ALGORITHMUS

Beispiel 3.26: (Beispielaufgabe mit Lésung: LGS mit Parameter)

Video LGS mit Parameter

Fiir welche a hat das folgende LGS 0, 1 oder unendliche viele Losungen? Fiir jeden losbaren
Fall, finden Sie die Losungsmenge.

T+ 39 — 223 =7
2.132—41‘3:8
x1 +5x9 + (a® — T)wz = a + 14

Wie {iblich schreiben wir das LGS als erweiterte Koeffizientenmatrix und fangen mit dem
Gauss-Jordan Algorithmus an.

1] 3 -2 7 i3 2| 7Y\, (1 3 2|7

-1

02 -4 | 8 |0 2 -4 | 8 |[Ho1] -2 | 4
1 5 a®>—7|a+14 0 2 a®>=5|a+7 0 2 a®—5|a+7

1 3 -2 | 7 3 —2 7
= o 2 | 4 |=]o0 -2 4
0 0 a*—1|a—1 0 0 (a—D(a+1)|a-1
An dieser Stelle miissen wir verschiedene Fille betrachten: wann erhalten wir eine filhrende
Eins in der dritten Zeile?

o Fall a = —1: In diesem Fall haben wir
1 3 2|7
01 —2| 4
0 0 0 |-2

und sehen, dass dieses LGS unlésbar ist, weil die dritte Zeile eine Nullzeile mit von Null

verschiedener Erweiterung ist. Also haben wir hier 0 Losungen.
¢ Fall a = 1: Nun ist die dritte Zeile inklusive Erweiterung eine Nullzeile. Also kénnen wir
Gauss-Jordan zu Ende fiihren.

1 3 -2|7 1] o 4|-5

o [1] —2(4|=="[0 [1] -2 4

o 0 010 0 0 o010

In diesem Fall bekommen wir die Losungsmenge

-5 —4
4 |+t| 2 teR
0 1

Somit haben wir in diesem Fall unendlich viele Losungen.
o Fall @ # +1: Nun kénnen wir durch a® — 1 teilen, um eine fiihrende Eins zu bekommen:
1 3 -2 7 . 1 3 2| 7

1

01 -2 | 4 | Jo1 -2 4
00 a>-1|a-1 0 o0 [1]] 25

1 3 0|7+-2

0 0 7a+9 3 4a+6

1142111, 142111 atl ) an 1 a+l atl
— 0 0|4+ |=> |0 0 dats
0 0 1] & 0 0 a1
Nun haben wir die eindeutige Losung
1 =2z —(5a +9)
= | | T | o
T3 %ﬂ 1

A\ Vorsicht! Hier ist a ein Parameter des Systems, nicht der Losung. Fiir jedes verschiedene
a ist es ein anderes LGS, und dieses LGS hat eine eindeutige Losung.
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E. Anzahl von Losungen eines LGS

Nun kénnen wir mit dem Gauss-Jordan Algorithmus ein LGS 16sen. Also denken wir jetzt in der
Theorie dariiber nach, wie viele Losungen ein solches System haben kann, und wie die Struktur
der Losungsmenge aussieht.

Proposition 3.27: (Losungen eines homogenen LGS)
Ein homogenes LGS hat immer mindestens eine Losung: den Nullvektor.
Wenn ein homogenes LGS mehr als eine Lisung hat, dann hat es unendlich viele Lisungen.

BEWEIS. Angenommen unser LGS hat n Unbekannte zi,..., x, und m Gleichungen. Sei
il
z = : | Dann ist das System Az = 0 mit einer m x n-Matrix A.
Ty

Da A-0 =0, ist also der Nullvektor = 0 immer eine Losung.

In folgenden Situationen ist der Nullvektor die einzige Losung: Wenn die reduzierte ZSF von A
genau n Spalten mit fithrenden Einsen hat (also genau n von Null verschiedene Zeilen, und danach
vielleicht noch Nullzeilen).

1 0
0 0
0 0 1
0 0 0
00 --- 0

Jede andere reduzierte ZSF eines LGS mit n Unbekannten kann nur weniger Spalten mit fithrenden
Einsen haben, da es genau n Spalten gibt. Jede Spalte ohne fiihrende Eins fiihrt zu einer freien
Variable in der Losungsmenge, die unendliche viele Werte annehmen kann und somit zu unendlich
vielen Losungen fiihrt.

0 1 0 =
0 0 O 0 1 =
0 0 O 0 0 0
0 0 O 0 0 O

Die Losung 0 fiir ein homogenes LGS nennen wir auch die triviale Lésung.

Proposition 3.28: Die Lisungsmenge eines homogenen LGS ist ein Unterraum von R™.

BEWEIS. Sei Az = 0 das LGS, mit € R™ und A von Groéfe m xn. Dann ist die Losungsmenge
genau der Kern der Matrixabbildung f4: R® — R™. Da jeder Kern ein UVR der Quelle ist
(Prop. 2.39), ist die Losungsmenge ein Unterraum von R™. O

Konvention 3.29: Wir bezeichnen den Kern der Matrixabbildung f4 auch manchmal einfach
als Kern der Matrix A:
Ker A = {x e R" | Az = 0}.
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Proposition 3.30: (Struktur der Lésungsmenge eines inhomogenen LGS)
Wenn man zu einer speziellen Liosung eines inhomogenen LGS eine beliebige Lisung des da-
zugehdrigen homogenen LGS addiert, erhdlt man einer weitere Lisung des inhomogenen LGS.

BEWEIS. Das inhomogene LGS sei Az = b, mit b # 0. Sei a eine spezielle Losung, also Aa = b,
und seil v € Ker A eine beliebige Losung des dazugehorigen homogenen LGS Az = 0. Dann ist
Ala+v) =Aa+Av=b+0=0,

also ist a + v eine Losung des inhomogenen Systems. O

Ubung 3.31: Zeigen Sie: sind a und o’ zwei Losungen eines inhomogenen LGS Az = b, so
ist a — a’ € Ker A, also eine Losung des homogenen Systems Az = 0.

Geometrisch gesehen ist die Losungsmenge eines inhomogenen LGS also eine spezielle Lésung plus
den Kern von A (ein Unterraum von R™). Zum Beispiel eine Gerade, Ebene, ..., die nicht durch
den Ursprung geht (sondern parallel verschoben wurde).

Proposition 3.32: (Anzahl von Lésungen eines inhomogenen LGS)
Ein inhomogenes LGS kann null, eine oder unendlich viele Losungen haben.

BEWEIS. Wenn das inhomogene LGS unl6sbar ist, dann hat es null Losungen. Dies entspricht
dem Fall, dass in der ZSF des LGS eine Nullzeile mit von Null verschiedener Erweiterung vorkommt.

1 = - = b1
0 1 -+ = by
0 0 -+ 0|bn#0

Wenn das inhomogene LGS losbar ist, dann wissen wir, dass das dazugehorige homogene LGS
entweder eine (nur 0) oder unendlich viele Lésungen hat (Prop. 3.27), und dass die Addition einer
von Null verschiedener Losung des homogenen LGS eine neue Losung fiir das inhomogene LGS
ergibt. (Prop. 3.30). Also hat das inhomogene LGS eintweder eine oder unendlich viele Losungen.
Diese Fille entsprechen den selben reduzierten ZSF, die wir jeweils fiir das homogene System
angegeben haben, mit dem Zusatz, dass Nullzeilen auch eine Null in der Erweiterung haben.

10 -+ 0]b 1 0 % -+ % 0 % --|bh
0 1 -+ 0fbs 01 = -+ % 0 %= ---| by
by 0 b

0|0 0 0O 0

0 0 0|0 0 0 O 0 0O 0

Ubung 3.33: o Bestimmen Sie die Anzahl der Losungen eines LGS in red. ZSF.
¢ Bestimmen Sie die Anzahl von freien Variablen in der Losung eines LGS.

Der Beweis zeigt uns den Zusammenhang zwischen der reduzierten ZSF von A und den verschie-
denen Anzahlen von Lésungen. Damit kénnen wir folgende Fragen beantworten:
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Ubung 3.34: Bestimmen Sie, ob die Aussage wahr oder falsch ist.
¢ Ein homogenes LGS mit n Unbekannten, dessen reduzierte ZSF r fiihrende Einsen hat, hat

n — r freie Variablen in der Losungsmenge. wahr falsch

o Alle fiihrenden Einsen in einer Matrix in ZSF miissen in verschiedenen Spalten auftreten.
wahr falsch

o Wenn ein homogenes LGS in n Unbekannten eine reduzierte ZSF mit n fiihrenden Einsen
hat, dann hat das LGS nur die triviale Losung. wahr falsch

o Wenn die reduzierte ZSF eines LGS eine Nullzeile hat, dann hat das LGS unendlich viele
Losungen. wahr falsch

o Wenn ein LGS mehr Unbekannte als Gleichungen hat, dann muss es unendlich viele Lo-
sungen haben. wahr falsch

Wir werden diese in der Vorlesung besprechen und Erklarungen oder Beispiele/Gegenbeispiele
angeben.

Die letzte Frage ist so wichtig, dass wir auf sie verweisen wollen:

Proposition 3.35: Wenn ein homogenes LGS mehr Unbekannte als Gleichungen hat, dann
hat es unendlich viele Losungen.

BEWEIS. Ein homogenes LGS ist immer losbar, also fillt der Fall von null Lésungen weg: es
gibt mindestens eine Losung.
Das LGS Ax = 0 hat eine Matrix der Groke m x n mit m < n. Also kann die reduzierte ZSF
héchstens m fithrende Einsen haben, da jede Zeile nur eine fithrende Eins haben kann. Da m < n,
bleiben Spalten ohne fiihrende Eins. Diese geben freie Variablen in der Losungsmenge. ]

F. Lineare Gleichungssysteme: Study guide

Konzeptiibersicht.

o Lineares Gleichungssystem

Homogenene und inhomogene LGS

Losung eines LGS

Vier Schreibweisen eines LGS: Gleichungen, Linearkombination der Koeffizientenvekto-
ren, Matrixform, erweiterte Koeffizientenmatrix
Zeilenstufenform und reduzierte Zeilenstufenform
Elementare Zeilenumformungen

Gauss-Jordan Algorithmus

Anzahl von Losungen eines LGS

Struktur der Losungsmenge eines inhomogenen LGS
o Kern einer Matrix

Skills.

Bestimmen, ob eine Gleichung linear ist

LGS in Matrixform schreiben

Erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS aufschreiben
Bestimmen ob eine Matrix in ZSF oder in reduzierter ZSF ist
Elementare Zeilenumformungen auf einer Matrix ausiiben

Den Gauss-Jordan Algorithmus anwenden, um eine Matrix in reduzierte ZSF zu bringen
Losungsmenge eines LGS in reduzierter ZSF aufschreiben/ablesen
Bestimmen, ob ein inhomogenes LGS l6sbar ist oder nicht
Bestimmen, wie viele freie Variablen ein LGS hat

Mit den obigen Methoden LGS l6sen

Den Kern einer Matrix(abbildung) finden

< [ R R R S O 0

[ R R I VIR I O R R R
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KAPITEL 4

Lineare Unabhangigkeit und Basen

Wir haben schon gesehen, dass Linearkombinationen einer der roten Fiaden in der Linearen Al-
gebra sind. In diesem Kapitel geht es darum: Wie kénnen wir herausfinden, ob ein Vektor eine
Linearkombination von anderen Vektoren ist, oder ob gegebene Vektoren den ganzen Vektorraum
aufspannen? Wann gibt es nur eine solche Linearkombination, oder wann gibt es mehrere Moglich-
keiten, die denselben Vektor ergeben?

A. Linearkombinationen finden

Wie finden wir Koeffizienten A;, um einen Vektor b als Linearkombination b = Aja; + --- + Ara,
zu schreiben? Dies ist ein LGS, das entweder 16sbar ist oder nicht. Und eine Losung des LGS gibt
uns genau die Koeffizienten, die wir suchen.

Linearkombination finden Um zu bestimmen, ob b € R™ eine Linearkombination von
al,...,a, € R™ ist:
¢ Versuche, das LGS Ajaq + -+ + A\pa,, = b zu 16sen.

o Wenn es 16sbar ist, dann gibt die (oder eine) Losung die Koeffizienten fiir die Linearkombi-
nation.

Die unterschiedlichen Schreibweisen eines LGS als Aja; + - - -+ A\.a, = b oder Az = b gibt uns noch

einen interessanten Blickwinkel darauf:

Definition 4.1: Fiir eine m x n-Matrix A ist der Spaltenraum von A der von den Spalten
von A erzeugte Unterraum von R™.

R A= (dodo d) o SROA) = oo,

Also bekommen wir durch die unterschiedlichen Schreibweisen des selben LGS:

Korollar 4.2: Fir eine m x n-Matriz A und b € R™ gilt:
beSR(A)= Az = b ist losbar < beIm fu

Insbesondere ist Im f4 = SR(A): Das Bild einer Matrixabbildung ist der Spaltenraum der Matrix.

Beispiel 4.3: Ist b = (%) eine Linearkombination von a; = (i) und as = (i)?

1 1 3 1 1 \ 3
Wir 16sen das LGS Ay [ 1|+ X2 | 1 |= |3, oder |1 1 ( 1) =131
-1 1

1 -1/ \1 A
(1] 13 1] 1|3 3 1] o |2
1l— o0 [1]]1
0 0

1 1 |3|—0 0|0 ]|]—
1 -1]1 0 —2|-2 0 0

S =
—_
o[=]~

o

A 2
Es gibt also eine Losung ()\1> = <1> Alsoist b=2-a; + 1 - as.
2

Es ist eine gute Idee, die Probe zu machen: 2 - G) +1- (i) = (%)
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Genauso kénnen wir bestimmen, ob eine gegebene Menge ein Erzeugendensystem von R”™ ist

Beispiele 4.4: ¢ Erzeugen die Vektoren

a= ()= (1) a ()

ganz R3? Dies ist der Fall, wenn wir einen beliebigen Vektor (é) € R3 als Linearkombina-

tion von a1, as, az schreiben kdnnen.
Wir wollen also folgendes LGS l6sen:

M (%) () () = (5)

3 4|z 3 4| = 13 4 x
-4 2 —6|ly|l— |0 14 10|y+4z|— |0 7 5 ytle
-3 -2 -T|z 0 7 5|z+3 000 z+3r s

Wir sehen hier, dass das LGS im allgemeinen nicht 16sbar ist. (Es ist nur fiir bestimmte
Kombinationen von z, y, z 16sbar, nicht fiir alle z, y, z.) Also bilden diese drei Vektoren

kein Erzeugendensystem von R3. Zum Beispiel der Vektor hegt nicht in ihrem Spann.

0
. 1 2 2
¢ Erzeugen die Vektoren a; = o) as = ) und a3z = ganz R=?
Wir 16sen
1 2
A + A + A

)G 5

2 1 4 |y 0 -3 6

2 -1 x

y—2x o 9| 22y
0 3 _2(22—9)
*<o 2| )

Dieses LGS hat eine Losung (sogar unendlich viele), also sind die drei Vektoren ein Erzeu-
gendensystem von R2.
Zum Beispiel kénnen wir A3 = 0 wihlen und bekommen dann

()= (i3 () G- ()

(2—1

1 1 2 g
o Erzeugen a; = (33>7 ag = (é)’ az = <g) ganz R3? Wir 16sen A\a1 + Aoag + Azas = (g)

1 2|z 1 2] @ 11 2 @
2 1 3|lyl— 0 -1 —1]|y—22|— |0 1 2z —y
-3 3 3|2 0 6 9 |z+3z 0 0 3|z+3z—(12z—6y)
11 2 x 1 1 0| z—(32z+4y—6x)

—lo 1 1| 22—y |— 0O 02¢—y—(iz+2y—3z)
00 tby—9z 0 0 1 lz+2y—3z
0 0 |[7o—4y—2z— 5z —3y— 32)

— o0 0 5z —3y — Lz

0 0 lrt+2y—3z
Da das LGS 16sbar ist, sind die drei Vektoren ein Erzeugendensystem von R?. Und wir
haben

1 1

1 1 1
—(2x—y—3z> 2 +(5x—3y—3z) 1 +(32+2y—3x>
3

-3

W W N
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AN\ Wichtig: Wir werden im Kurs immer und immer wieder LGS l6sen. Es ist sehr wichtig, dass
wir immer die Bedeutung des LGS im Kopf behalten: Was bedeutet die Losung in dem Kontext,
der uns zum Losen dieses bestimmten LGS gefiihrt hat?

Ubung 4.5: Bestimmen Sie in Numbas: Ist der Aufspann bestimmter Vektoren ganz V?

B. Linear unabhingige Vektoren

Wir haben gesehen, dass es manchmal nur eine und manchmal mehrere Moglichkeiten gibt, einen
Vektor als Linearkombination von gegebenen Vektoren zu schreiben. Zum Beispiel

)

0
+ Y + 0

I
8

I
o

+ (y—u2) + =z

O = O
=R
—= = e e

hat viele Moglichkeiten, aber wenn wir nur die ersten beiden Vektoren nehmen, gibt es nur eine

Moglichkeit:
AN - 1 n 0
Y 0 Y 1

Wir untersuchen nun diesen Unterschied.

Dazu konzentrieren wir uns darauf, auf wie viele Weisen man den Nullvektor als Linearkombination
schreiben kann:

Fiir beliebige Vektoren vy, ...,v; € V hat die Gleichung

A1 + Agvg + -+ Apup =0

immer mindestens eine Losung: A\ = Ay = - -+ = A\ = 0, die triviale Losung. Die Frage ist also, ob
es noch andere Losungen fiir die A; gibt, die auch den Nullvektor ergeben.

Definition 4.6: Vektoren vy,...,vx € V eines Vektorraums V heifien linear unabhingig
wenn A\jv; + Aove + - - - + Agvr, = 0 mit A\; € R nur die triviale Losung A\ = Ao =--- = A, =0
hat.

Wenn es A;, nicht alle Null, gibt, die \yv; + Aqvg + -+ + Agvp = 0 erfiillen, dann sind die
Vektoren linear abhéingig.
Wir nennen eine solche nicht-triviale Linearkombination eine Abhéingigkeitsbeziehung.

Vektoren sind also linear unabhingig genau dann wenn es nur eine Mdoglichkeit gibt, mit ihnen den
Nullvektor zu erzeugen: ndmlich nur, indem man alle Koeffizienten Null setzt.

Bemerkung 4.7: In vielen Lehrbiichern lesen Sie als Definition:
v1,...,V; € V sind linear unabhéngig wenn

AU+ Ava + -+ X =0 = A ==X =0
Das ist natiirlich dasselbe: wenn es eine Losung gibt, ist es die triviale (und wir wissen, dass diese
immer eine Losung ist). Ich habe aber die Erfahrung gemacht, dass viele Studierende dann sagen
»U1,. ..,V € V sind linear unabhangig wenn A\jv; + Agvg + -+ - + Apvp = 0

(also nur die Gleichung sehen und nicht die Implikation).

A\ Das ergibt aber keinen Sinn: Die Gleichung ist nicht die Bedingung, denn die hat ja immer eine
Losung. Sondern die Bedingung ist, dass es nur die triviale Losung und sonst keine gibt.
Deswegen habe ich mich zu obiger Formulierung entschlossen.

Es gibt es ein paar einfache Fille:
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KAPITEL 4. BASEN LINEAR UNABHANGIGE VEKTOREN

Proposition 4.8: (Einfach zu erkennende abhingige Vektoren)
(i) FEine Liste von Vektoren, die den Nullvektor enthdlt, ist linear abhdingig.
(ii) Ein einzelner Vektor ist linear unabhéingig genau dann wenn er nicht der Nullvektor ist.
(i4i) Zwei Vektoren sind linear unabhingig genau dann wenn sie nicht kollinear sind.

BEwEls. (i) Wenn vy, v, ...,v; den Vektor v; = 0 enthalten, dann haben wir die Abhén-
gigkeitsbeziehung

Ovy + -+ 0v;—1 +1-v; + 0vj4q1 + -+ -+ 0v = 0.

(ii) Wenn wir nur einen Vektor v; haben, dann ist entweder v; = 0, in welchem Fall 1-v; = 0 eine
Abhéngigkeitsbeziehung ist, oder v; # 0, in welchem Fall wir nur mit 0 - v; den Nullvektor
erhalten.

(iii)

A
AU+ A2 =0mit A\ #0 = v = _)\721}2
1
vy =pve = 1l-vy—pve =0 0

Der letzte Punkt hilft unserer Intuition in zwei Dimensionen: kollineare Vektoren liegen auf der
selben Geraden durch den Ursprung.

1 2
Beispiele 4.9: ¢ Die Vektoren o) o sind linear abhéngig. In einem Koordinatensystem
gemalt, liegen beide auf der z-Achse. Wir sehen leicht, dass sie kollinear sind.

1 2 0
Z.B. ist fiir diese beiden Vektoren 2 <0) —1- <0> = (0> eine Abhéngigkeitsbeziehung.

1 0
o <O> und <1> sind linear unabhéngig. Zeichen Sie sie in ein Koordinatensystem.

1 1
¢ Sind die Vektoren 1), (2 linear unabhéngig?

Wir wollen wissen, ob es von Null verschiedene Koeffizienten gibt, die

v i) 6) - (o)

16sen. Um dies herauszufinden, 16sen wir das LGS:

()0~ 6 m) ()

Also ist die einzige Losung A; = 0 = Ay. Daher sind diese Vektoren linear unabhingig.

1 0 0
0 1 :
¢ Die Standardbasisvektoren e; = | . |,ea= | .|, ..., en = | | sind linear unabhéngig
: : 0
0 0 1
in R™:
1 0 0 0
0 1 :
Mo+ |+ F ] =
: : 0
0 0 1
hat eindeutige Losung Ay = Ao =--- = X, = 0.
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o Die Monome 1, z, ..., z" sind linear unabhingig in R[z],:
Al+A x4+ 4+ -2"=0
hat eindeutige Losung A\g = A1 =--- = X\, = 0.
o Die Polynome p; = 1+, po = 1 + 22 und p3 = 2 + = + 22 sind linear abhdingig:
L'pp+1lpp—1-ps=(1+a)+(1+2°)—2+z+2%)=0
Dies ist eine nicht-triviale Linearkombination, die das Nullpolynom ergibt (also eine Ab-
hingigkeitsbeziehung).

1 1 4
¢ Die Vektoren vy = | 1|, vo = | 2|, v3 = | 5 | sind nicht linear unabhéngig: zum Beispiel
1 1 4
1 1 4 0
3-11|+1-]12|—-1-]5]=1]0
1 1 4 0

eine Abhéingigkeitsheziehung.
Wie kénnen wir so eine Abhingigkeitsbeziehung finden? Wir 16sen

1 1 4 0
MI1Tl+X|2l+X]5]=1]0
1 1 4 0

und erhalten

1 4 1 1 4 0 3

1 25— |0 1l— 1o 1

1 1 4 0 0 O 0 0 O
Es gibt also unendlich viele Losungen, nicht nur A\; = Ay = A3 = 0. Das sagt uns schon,
dass die Vektoren linear abhéngig sind. Wir kénnen dann eine Losung wihlen: zum Beispiel
die mit A3 = —1 gibt die obige Abhéingigkeitsbeziehung.

Wir sehen in diesen Beispielen, wie wir zeigen konnen, ob gegebene Vektoren in R™ linear unab-
héngig sind.

Lineare Unabhéingigkeit von Vektoren a;, as,...,a, € R™ bestimmen:

o Lose das homogene LGS Aja; + Ao + -+ + A\pa, = 0.

¢ Wenn z = 0 die einzige Losung ist, dann sind die Vektoren linear unabhéngig.
Wenn es weitere Losungen gibt (also wenn es eine freie Variable in der Losung gibt), dann
sind die Vektoren linear abhéngig.

.. 1 1
Ubung 4.10: Zeigen Sie, dass <1> und ( 1) in R? linear unabhiingig sind.

Aber wir bekommen wir einem Vektorraum, der nicht R™ ist, so ein LGS zum lésen?

Das héngt erst einmal vom Beispiel ab, und wir werden spéter auch noch eine allgemeine Methode

lernen. Im Momemt kénnen wir mit etwas Nachdenken so ein LGS bekommen. Zum Beispiel:

¢ In einem Matrixraum bekommen wir eine Gleichung pro Eintrag der Matrix.

¢ In einem Polynomraum koénnen wir Koeffizientenvergleich machen und bekommen so eine
Gleichung pro Koeffizient. Also zum Beispiel eine Gleichung, indem wir die Koeffizienten von x™
vergleichen, eine weitere von den Koeffizienten von 2"~ ! und so weiter. Diese geben dann unser

LGS.
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0 0 10 0

unabhéngig in My 2?7 (Dies sind auch symmetrische Matrizen, wir kénnen sie also auch als
Element von Sym, betrachten.) Wir wollen das folgende LGS 16sen:

1 0 0 1 0 0 0 0
A1 + Ao + A3 =
0 0 1 0 0 1 0 0

Die vier Matrixeintrige geben uns vier Gleichungen:
1-A+0-A+0-23=0
0-AM+1-X+0-23=0
0-AM+1-X4+0-23=0
0-A+0-X+1-A3=0

10 0 1 0 0
Beispiel 4.11: ¢ Sind die Matrizen A; = ( ), Ay = ( ), As = < 1) linear

oder

1 0 0 0
A

01 0 0
Ao | =

01 0 0
A3

0 0 1 0

Wir sehen leicht, dass \; = Ao = A3 = 0 die einzige Losung ist, also sind diese Matrizen
linear unabhéngig in My o (und in Sym,).
o Sind die Polynome p; = 22 —3z+1, py = 222 +2—2 und p3 = 22 +4x— 3 linear unabhingig
in R[z]9?
Wir wollen
M(2? =3z + 1)+ X(22% + 2 —2) + A3(2? + 42— 3) =0
16sen. Wir konnten dies auch umschreiben zu
(A1 4 2X2 + A3)2? + (=3X2 + Ao +4X3)z + (A1 — 2Xo — 3A3) = 022 + 0z + 0.

Wenn wir die Koeffizienten vor z2

vergleichen, sehen wir, dass wir
AM+2X+XA3=0
brauchen. Die Koeffizienten vor x geben uns
—3A1 + A2 +4X3 = 0.
Die konstanten Koeffizienten geben
A1 —2X2 —3X3 =0.

Also miissen wir folgendes LGS l6sen:

1 2 1 A1 0
-3 1 4 X |=10
1 -2 =3 A3 0

Die reduzierte ZSF dieser Matrix ist

1] o -1
o [1] 1

0 0 O

also gibt es nicht-triviale Losungen. Daher sind p1, p2, ps nicht linear unabhingig.
Hier ist zum Beispiel eine Abhéngigkeitsbeziehung:

pr—p2+ps= (22 =3z +1)— (227 +2—2) + (2* + 42— 3) = 0.

Neben diesen algebraische Methoden, mit denen wir lineare Unabhéngigkeit bestimmen koénnen,
sollten wir die Intuition nicht vergessen.
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Intuition iiber lineare Unabhingigkeit

o Fiir 2 Vektoren: linear abhingig < kollinear

o Fiir 3 Vektoren: linear abhingig heifit sie spannen eine Ebene auf. Linear unabhingig heifst
sie spannen den ganzen 3-dimensionalen Raum auf.

Ubung 4.12: a) Bestimmen Sie, ob die folgenden Vektoren linear abhiingig oder unabhin-

gig sind.
1
N T3 1 L o
© 0 in R*. o |0 ]in R°. o E ) in R=.
0
1 —4
o|—-1|,] 4 |inR3. o p1 =a, p2 =2, p3 = 0in R[x]s.
0 0

b) Finden Sie ein Beispiel von drei Vektoren, die linear abhéngig sind, aber von denen es zwei
Vektoren gibt, die linear unabhiingig sind. Uberpriifen Sie Thr Beispiel von abhiingigen
Vektoren in Numbas.

Unsere Intuition iiber die lineare Unabhangigkeit von drei Vektoren sollte uns auch zeigen:
Drei Vektoren in R? miissen auf jeden Fall linear abhiingig sein.
Das konnen wir noch allgemeiner zeigen:

Proposition 4.13: (Zu viele Vektoren)
Mehr als n Vektoren in R™ sind immer linear abhdngig.

BEWEIS. Seien vq,vs,...,v; € R™ mit £ > n. Dann hat das LGS Ajv; + -+ - + Agvr = 0 mehr
Unbekannte als Gleichungen, und es ist homogen. Also hat die reduzierte ZSF der Koeflizienten-
matrix auf jeden Fall Spalten ohne fithrende Einsen, und somit gibt es unendlich viele Lésungen
(Proposition 3.35). Also sind die Vektoren linear abhéngig. O

C. Basen

Wir werden jetzt die Konzepte von Erzeugendensystem und linearer Unabhéngigkeit verbinden.
Zusammen ergeben sie eines der wichtigsten Konzepte der Linearen Algebra.

Definition 4.14: Eine Basis in einem Vektorraum V ist ein linear unabhingiges Erzeugen-
densystem.

Wir schreiben es noch mal so auf, dass man die beiden Bedingungen klar sieht:
Eine Basis ist

¢ linear unabhéngig und

o erzeugt V.
Eine gute Intuition fiir eine Basis ist, dies als ,Koordinatensystem* fiir einen Vektorraum zu be-
trachten. Die erste Bedingung sagt uns, dass es keine Abhéngigkeitsbeziehung zwischen den Vek-
toren gibt, was wir als ,es gibt keine iiberfliissige Information” interpretieren kénnen. Die zweite
Bedingung sagt uns, dass wir jeden Vektor in V mit unserem ,Koordinatensystem® erreichen kon-
nen.

Beispiele 4.15: (Basen)
Da wir schon viele Beispiele von Erzeugendensystemen und linear unabhingigen Vektoren
gesehen haben, konnen wir sie jetzt verbinden.
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a) In R™ bilden die Standardbasisvektoren {e1,ez,...,e,} eine Basis: die Standardbasis
von R". Jetzt gibt auch der Name ,Standardbasisvektoren einen Sinn! Dies ist meine
Lieblingsbasis (und sollte auch Thre werden).

1 1
b) In R? bilden v; = ] Vg = eine Basis:

o Wir haben gesehen, dass sie linear unabhingig sind.
o Und sie erzeugen ganz R?:

()= ()= ()

n

¢) Die Monome 1,z,22,...,z
dardbasis von R[z],.

sind eine Basis von R[xz],,. Wir nennen sie auch die Stan-

Ubung 4.16: Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren jeweils eine Basis des angegebenen
Vektorraums bilden.

a) v1 = (1), v2=(§) in R?
b) wy = (3), wa = () in R?,
DS (N e
d) v = <%), Vo = (%), V3 = %) in Rg

1 0 0 1 0 0 0 0
Die Matrizen Ey; = , Epg = , Eoy = , Eoo = in Mo o.
e) 1€ atrizen iy (0 O) 12 (0 0) 21 (1 0) 22 (0 1) mn 2,2

f) Allgemeiner: Sei E;; die m x n-Matrix mit iiberall Nullen, bis auf eine 1 im Eintrag ¢, j.
Zeigen Sie, dass Ei1, Fho, ..., E1n, F21, Foa, ..., Eop, Fs1, ..., Epa, ..., Epy eine Basis
von M, ,, bilden.

g) Basis oder nicht? Multiple choice in Numbas.

Wir sehen:
Ein Vektorraum kann verschiedene Basen haben.

Wir werden noch sehr viel mehr iiber Basen lernen, und auch spéter noch lernen, wie man besonders
schone Basen fiir eine gegebene Situation finden kann.

In allen bisherigen Beispielen hatten wir Basen aus endlich vielen Vektoren. Das ist aber nicht
immer moglich.

Proposition 4.17: Der Vektorraum R[z] aus allen Polynomen hat kein endliches Erzeugen-
densystem.

BEWEIS. Nicht in VL: zum freiwilligen eigenen Durchlesen.
Angenommen wir haben ein endliches Erzeugendensystem. Sei k der hochste Grad von allen Poly-
nomen in diesem Erzeugendensystem. Dann kénnen wir das Polynom x**! € R[] nicht als Linear-
kombination von Vektoren im Erzeugendensystem schreiben, weil wir durch Linearkombinationen
keinen hoheren Grad erzeugen konnen. Also ist es doch kein Erzeugendensystem. O

Manche unserer Resultat funktionieren nur fiir Vektorrdume mit endlicher Basis.

Definition 4.18: Ein Vektorraum V heifit endlich-dimensional wenn er ein endliches Erzeu-
gendensystem hat. Wenn V kein endliches Erzeugendensystem hat, sagen wir es ist unendlich-
dimensional.

Wir benutzen hier das Wort ,,dimensional®, was wohl etwas mit Dimensionen zu tun hat, die wir
noch nicht formal eingefiihrt haben. Dazu brauchen wir noch ein Resultat iiber Basen. Aber wir
konnen jetzt schon entscheiden, ob ein Vektorraum endlich-dimensional ist oder nicht.
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D. Koordinaten beziiglich einer Basis

Hier ist eine kleine Zusammenfassung:

Sei V ein (reeller) Vektorraum. Die Vektoren vy, vs,...,v, € V

¢ sind linear unabhingig wenn A\jv; + Agvs + - - - + A\, v, = 0 nur die triviale Losung \; = 0
fiir alle 7 hat;

o erzeugen V wenn jeder Vektor aus V als Linearkombination der Vektoren v; geschrieben
werden kann;

¢ sind eine Basis von V wenn sie linear unabhéngig sind und V' erzeugen.

Wir werden jetzt die Intuition der Basis als Koordinatensystem prézisieren, und wieder auf die
Frage eingehen, ob ein Vektor auf mehrere Weisen als Linearkombination dargestellt werden kann.

Theorem 4.19: (Eindeutigkeit der Basisrepréisentation)
Wenn vy, ...,v, eine Basis fir Vektorraum V bilden, dann kann jeder Vektor v € V auf
genau eine Weise als Linearkombination der Vektoren v; ausgedriickt werden.

BEWEIS. Da vq,...,v, eine Basis sind, erzeugen sie V. Also gibt es fiir jedes v € V Kooeffizi-
enten \i,...,\, € R mit
V=MU1 + ...+ A\ Up -
Angenommen fiir pq, ..., u, € R gilt auch
V=101 + ..o+ UpUn .
also angenommen es gibt eine weitere Linearkombination, die v darstellt.
Wir wollen nun zeigen, dass A\ = p1,...,A\n = ln, also dass es doch nur eine Linearkombination
gibt.
Wenn wir eine Gleichung von der anderen abziehen, bekommen wir
0=\ —p)vr+ ...+ (An — fin)vn -
Da vq,...,v, linear unabhingig sind, folgt daraus \;y — 1 = ... = A\, — u, = 0, was unsere
Behauptung zeigt. |

Wir sehen im Beweis die zwei Teile:

¢ Erzeugendensystem gibt Existenz einer Linearkombination: jedes v € V kann auf mindestens
eine Weise als Linearkombination eines Erzeugendensystems geschrieben werden.

¢ Lineare Unabhéangigkeit gibt Eindeutigkeit der Linearkombination: jedes v € V kann auf hdch-
stens eine Weise als Linearkombination von linear unabhéngigen Vektoren geschrieben werden.

In einer Basis kombiert haben wir also beides: jedes v € V kann auf genau eine Weise als Li-

nearkombination einer Basis geschrieben werden. Wir haben eine eindeutige Basisreprésentation

V=AU + -+ AUy

Definition 4.20: Wenn B: vy, ..., v, eine Basis fiir Vektorraum V ist und

V=AU + -+ ApUn,

dann nennen wir die Koeffizienten Ay, ..., A\, die Koordinaten von v beziiglich Basis B. Der
Vektor
A1
s(v) = | :
An

heifst Koordinatenvektor von v beziiglich B.

Anders gesagt: Es gibt eine bijektive Abbildlung (—): V — R", die jedem Element v € V einen
eindeutigen Vektor (v) € R zuordnet. Wir werden spater noch sehen, dass diese Bijektion linear
ist.
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Beispiel 4.21: Sei V = R? und sei e; = (}),e2 = (9) die Standardbasis &. Dann ist der
Koordinatenvektor von v = x - e; + y - e2 gegeben durch

e(v) = @

Sei nun B die Basis aus den Vektoren v; ) und v = (§). Dann ist

()l

) beziiglich B der Vektor
Y

0= (%)
r—y

Wie finden wir diese Koordinatenvektoren? Das haben wir schon in ,Linearkombinationen finden“,
Abschnitt 44A; gelernt.

also ist der Koordinatenvektor von v = (

Koordinatenvektoren finden
Fiir eine Basis B = {v1,va,...,v,} eines Vektorraums V finden wir den Koordinatenvektor
3(v) von v € V, indem wir das LGS

AU+ AU + -+ AU = 0.
16sen.
o Wenn V = R"™, 16se A\jv1 + Agve + - - -+ A\yv,, = v fiir den gesuchten Vektor v, (ein spezifischer

1
Vektor oder allgemein v = | )) Wenn V' # R™, benutze die vorher erwihnten Methoden,
um ein LGS aufzustellen. !
o Das LGS hat eine eindeutige Losung A1, Ao, ..., A, (wenn B wirklich eine Basis ist).
A1
A
o Dann ist 5(v) = * | der Koordinatenvektor.

Nn

Ubung 4.22: a) Finden Sie in Numbas Koordinaten beziiglich einer Basis in R3. und Ko-
ordinaten beziiglich einer Basis in R*.

1 1
b) Finden Sie den Koordinatenvektor von v = <x1> beziiglich Basis B’ = { <1> , ( 1) }
X9 —

von R?.
c¢) Finden Sie den Koordinatenvektor des Polynoms

p(x) =ap+ a1z + ...+ aa"
beziiglich der Standardbasis von R[z],,.

Ubung 4.23: Seien v,w e V, A\, u € Rund vy, va, ..., v, eine Basis B von V. Zeigen Sie, dass
(A + pw) =X g(v) + p-g(w).

In Worten: der Koordinatenvektor einer Linearkombination ist die Linearkombination der

Koordinatenvektoren.

Dies zeigt, dass die Bijektion (—): V' — R™ eine lineare Abbildung ist (weil sie Linear-

kombinationen erhélt).
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E. Lineare Abbildungen und Basen

Die eindeutige Basisrepriasentation hat auch Konsequenzen fiir lineare Abbildungen.

Proposition 4.24: (Lineare Abbildungen sind eindeutig bestimmt durch Bilder
einer Basis.)
Sei f: V. — W eine lineare Abbildung und vy,--- ,v, eine Basis von V. Dann gilt fiir belie-
bigesv eV

f) =X f(vr) + - Anf(on),
wobei die \; durch die eindeutige Basisreprisentation v = A\jvy + - -+ + A\yv, gegeben sind.
Jede Wahl von Bildern wy,...w, € W mit f(v;) = w; definiert in dieser Weise eine lineare
Abbildung.

BEWEIS. Jedes v € V hat eine eindeutige Basisreprisentation v = A\jvy + - - - + A\ v,,. Also folgt
aus der Linearitét, dass f(v) = f(Avr + -+ Apvp) = A f(vr) + - + A f(vn).
Fiir den zweiten Teil, sei f(v;) = w; fiir i = 1,...,n. Wir definieren f(v) = A f(v1)+- -+ Anf(vn).
Dies ist wohl-definiert, weil die Reprasentation v = A\jvy + - -+ + A\, v, eindeutig ist.
Wir miissen priifen, dass die so definierte Abbildung f wirklich linear ist. Seien u,v € V. Dann ist
U= 101 + ...+ vy, und v = A\jvg + ... + Ay, fiir eindeutige p;, A; € R. Dann gilt fiir beliebige
Skalare vy, 5 € R:

v+ vev = v (1 + .+ pnty) + va(A1vr .o+ Apun)
= (Vi1 + va)vr + (Vg + vaXo)vg + ..+ (V1 + Yoy )Un.
Also ist
flnu + vov) = (pg + vad) f(v1) + (Vipe + veda) f(ve) + ... + (Vi in + v2n) f(vn)
und  vif(u) +vef(v) = vy [pafor) + oo+ pnf(vn)] +v2 [Af(v1) + ... + A f(vn)]
= (vip1 + v\ f(v1) + (Vpe + vede) f(ve) + - + (V1 pn + v2dn) f(vn),
und somit f(v1u + vav) = vy f(u) + v f(v), also ist f linear. O

Intuition in R?: Video ,Linear transformations and matrices“~ Chapter 3, Essence of linear algebra,
von Three Blue One Brown auf YouTube.

Beispiele 4.25:

a) Die Matrix A = (2 }) schickt die Standardbasisvektoren e; = (§) und ez = (9) auf (2)
bzw. (}). Fiir jedes v = (3}) € R? haben wir

1 N 0
v=ux x
o) "1
Av = 2, 3 + 1 _ 3x1 + o '
) 6 o511 + 622
b) Betrachten wir die Basis

(1 (1 (1
o= (1) = () = (3)

von R3. Wir kénnen eine lineare Abbildung f: R® — R? definieren, indem wir

fl) =(5), flo2) = (2), flvs) = (3)

also ist
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x
setzen. Fiir jedes v = (gé) € R3 kénnen wir dann f(v) bestimmen, indem wir zuerst die
Koordinaten A, A2, A3 finden, sodass v = Ajv1 + Agva + Agvs:

T 1 1 1 A1+ Ao+ A3
zo =M |1]|+X|1]+X3]|0]|= A1+ Ag
I3 1 O O /\1

Also ist )\1 = I3, )\2 = T2 — I3 und )\3 =T — X2. Also ist

fv) =x3 <(1)) + (zo — x3) (_21> + (1 — 22) (;1) .

Dies bestimmt die lineare Abbildung f auf eindeutige Weise.

Bemerkung 4.26: Das Beispiel a) in 4.25 zeigt uns noch eine andere Sichtweise auf SR(A) = Im f4
(aus Kor. 4.2).

Die Spalten einer Matrix sind genau die Bilder der Standardbasis (unter der Matrixabbildung).

Da eine lineare Abbildung durch die Bilder einer Basis bestimmt ist, sehen wir genau, warum das
Bild Im f4 der Matrixabbildung genau die Linearkombinationen der Spalten von A sind.

Formel fiir lineare Abbildung von Bildern einer Basis finden
Angenommen vy, ..., v, ist eine Basis fiir V, und wir wissen, dass f(v;) = w; € W, also wir
kennen die Bilder dieser Basis unter der linearen Abbildung f. Wie finden wir heraus, wohin
f einen beliebigen Vektor v € V' abbildet? Im Fall V' = R™:

1
¢ Finde die Koordinaten Ay,..., A, fiir v, also | 1 | = Avr 4+ Agv2 + -+ + Ao,

(Manchmal sieht man sie, ansonsten 16se das inhomogene LGS.)

Ty
o Dann ist f(( = )) = \Mwy + Agws + -+ + A wy,.

Tn

Ubung 4.27: Finden Sie in Numbas die Formel einer linearen Abbildung, die durch Bilder
einer Basis gegeben ist.

Wir untersuchen noch weitere Eigenschaften von linearen Abbildungen. Zuerst eine Wiederholung
von Begriffen aus MAGL, mit einer etwas anderen Formulierung der Definition.

Definition 4.28: Eine Abbildung f: X — Y heift
injektiv wenn fiir a,b € X gilt: aus f(a) = f(b) folgt a = b;
surjektiv wenn Im(f) =Y.
bijektiv wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Slogan fiir injektiv: Verschiedene Elemente haben verschiedene Bilder.
Slogan fiir surjektiv: f erreicht alles im Ziel.

SRR

weder injektiv noch surjektiv surjektiv, nicht injektiv injektiv, nicht surjektiv
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KAPITEL 4. BASEN LINEARE ABBILDUNGEN UND BASEN

Beispiele 4.29: Von den Beispielen lineare Abbildung in 2.13:
b) (Streckungen) Wenn r # 0, dann ist f: R™ — R™ mit f(v) = rv injektiv:

U =TwW
= r(v—w)=0
= v—w =0
= v =w.

f ist auch surjektiv: Fiir w € R™ ist auch 2w € R", und r - (w) = w.
c) Die Nullabbildung 0: V. — W ist
nicht injektiv solange V' # {0};
nicht surjektiv solange W # {0}.
d) Die Identitit id: V. — V ist bijektiv.
e) (Projektion) 7: R? — R mit 7 ((5})) = a1 ist surjektiv:
firzeRist 7 ((§)) = z.
Aber r ist nicht injektiv: 7 ((§)) =7 ((1)) = 1.
Aus Beispiel 2.15:
f: R[z] — R[z] with f(p) = ap ist injektiv:
Angenommen wir haben p = ag+a1x+---+a,x™ und ¢ = bg+bix+- - -+ bpx™ und xp = 2q.

= aox + a1z + - apz™ = box + - + b
= n=m, und ay = by fir alle k, durch Koeffizientenvergleich.
= p=q.

Also ist f injektiv. Aber f ist nicht surjektiv: Das Polynom p = 1 hat kein Urbild (es gibt
kein Polynom ¢ mit xq = 1).

Proposition 4.30: (Komposition injektiver oder surjektiver Abbildungen)
Fiir Abbildungen f: X — Y und g: Y — Z gilt:
(i) Wenn f und g beide injektiv sind, dann ist auch gof: X — Z injektiv.
(ii) Wenn f und g beide surjektiv sind, dann ist auchgof: X — Z surjektiv.
Beweis. Ubung. O

Fiir lineare Abbildungen gibt es eine einfachere Bedingung fiir Injektivitit.

Proposition 4.31: (Injektivitit via Kern)
Eine lineare Abbildung f:V — W ist injektiv genaw dann wenn Ker f = {0}.
BEWEIS. Wenn f injektiv ist, dann gilt
v € Ker f = flw)=0 = f) = f(0) = v =0.

Also ist Ker f = {0}.
Andersherum, wenn Ker f = {0}, betrachten wir v, w mit f(v) = f(w). Dann ist

fw)—fw)=0 = flv—w)=0 = wv—weKerf = v—w=0 = v=uw.
Also ist f injektiv. a

Hiermit kénnen wir auch Eigenschaften einer linearen Abbildung an den Bildern einer Basis erken-
nen.

Proposition 4.32: Sei f: V — W linear und vy, ..., v, eine Basis von V.
(i) [ ist injektiv genaw dann wenn f(v1),..., f(v,) linear unabhingig in W.
(ii) f ist surjektiv genau dann wenn f(v1),..., f(v,) Erzeugendensystem von W.
Beweis. Ubung. O
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F. Lineare Unabhingigkeit und Basen: Study guide

Konzeptiibersicht.

¢ Spaltenraum einer Matrix

¢ Verbindung von Losung von LGS und Spann/Spaltenraum

¢ Linear unabhéngige Vektoren, linear abhéngige Vektoren, Abhingigkeitsbeziechung

¢ Intuition, wann ein, zwei oder drei Vektoren linear unabhingig sind.

¢ Lineare Abhéngigkeit von mehr als n Vektoren in R".

¢ Basis eines Vektorraums

¢ Endlich-dimensionaler Vektorraum

o Eindeutigkeit der BasisreprSentation

o Koordinatenvektoren

¢ Lineare Abbildungen eindeutig bestimmt durch Bilder einer Basis

o Injektive, surjektive, bijektive Abbildungen und deren Komposition

o Injektivitdt via Kern

o Verbindung zwischen Injektivitdt bzw. Surjektivitdt und Eigenschaften der Bilder einer
Basis

Skills.

¢ Bestimmen, ob (und beweisen, dass) ein Vektor im Spann von anderen Vektoren liegt

¢ Bestimmen, ob (und beweisen, dass) gegebene Vektoren ein Erzeugendensystem von R™
bilden

o Bestimmen, ob (und beweisen, dass) gegebene Vektoren linear unabhéngig sind

o Bestimmen, ob (und beweisen, dass) gegebene Vektoren eine Basis bilden

¢ Obige auch fiir Polynome und Matrizen als Elemente des Vektorraums

¢ Koordinatenvektor beziiglich einer Basis finden

¢ Funktionsvorschrift einer linearen Abbildung finden, die durch Bilder einer Basis gegeben
ist

o Bestimmen, ob (und beweisen, dass) eine lineare Abbildung injektiv ist (z.B. via Kern)

¢ Bestimmen, ob (und beweisen, dass) eine lineare Abbildung surjektiv ist
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KAPITEL 5

Basen und Dimension

Die Resultate dieses Kapitels sind entscheidend fiir das Verstdndnis von Linearer Algebra, da viel
Theorie und auch Intuition von ihnen abhéngt.

Wir interessieren uns fiir die Beziehungen zwischen linear unabhingigen Mengen, Erzeugendensy-
stemen und Basen. Insbesondere das Verhéltnis der moglichen Grofen solcher Mengen ist wichtig
fiir das Konzept der Dimenion.

A. Dimension

Wir haben schon einen informelle Intuition fiir Dimension mit dem ,Freiheitsgrad“ von Geraden
und Ebenen. Und wir stellen fest, dass die Standardbasis von R, R? und R? jeweils so viele Elemente
enthilt, wie unsere Intuition des Freiheitsgrades angibt. Dies kdnnen wir jetzt etwas formalisieren.

Proposition 5.1: (Basen eines Vektorraums sind gleich groR.)

Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und B : vy,..., v, eine beliebige Basis von V.
(i) Eine Liste aus mehr als n Vektoren aus V ist linear abhdngig.
(i) Eine Liste aus weniger als n Vektoren aus V' erzeugt nicht ganz V.

Bewels. (i) Seien wq,...,wy Vektoren aus V, mit k > n. Da B eine Basis ist, konnen wir
jeden Vektor w; als Koordinatenvektor s (w;) € R™ schreiben.
Um zu zeigen, dass wy, ..., wy linear unabhéngig sind, betrachten wir

Awy + -+ Mwy, = 0.
Wenn wir Koordinatenvektoren beziiglich B benutzen, ist dies dquivalent zu
)\1'3(11)1)+"'+)\k'-3(wk) =0

(weil 5(—) eine lineare Bijektion ist, siehe Ubung 4.23). Aber (w1), ..., s(w) sind k Vek-
toren in R™ mit k& > n, also folgt aus Proposition 4.13, dass wir zu viele Vektoren haben,
und g(wy), ..., s(wg) sind linear abhéngig. Also gibt es A1, ..., Ak nicht alle null, sodass

AMwy + -+ Apwg = 0.

Dabher sind wy, ..., wy linear abhéngig.
Zusammenfassung: Wir betrachten die Koordinatenvektoren von w;, damit wir voheriges
Wissen aus R™ benutzen kdnnen.

(ii) Seien ws,...,w,, Vektoren in V mit m < n. Wenn wir annehmen, dass Span(ws, ..., w,,) =
V', dann koénnen wir jeden Vektor v; € B als Linearkombination der Vektoren wi, ..., wm,
darstellen, also

V1 = a11W1 + -+ Q1 W,m

Up = A1pW1 + ++ + QWi

Wir betrachten die Gleichung Ajvy + -+ + A,v, = 0. Wenn wir die obigen Audriicke fiir v;
in diese Gleichung einsetzen und dann etwas umsortieren, haben wir

(Mair + -+ Aparn)wr + -+ (Mam1 + - + AGun )W, = 0.
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KAPITEL 5. BASEN UND DIMENSION DIMENSION

Wir nennen dies
piwy + A W, = 0,

also wir setzen A\jaj; + -+ + Apa1, = pq und so weiter. Nun betrachten wir das homogene

LGS

Aai1 + -+ Apar, =0

AM@m1 + -+ Apamn =0

mit n Unbekannten und m Gleichungen, wobei n > m. Nach Proposition 3.35 gibt es also
eine nicht-triviale Losung A1, ..., A,, weil es mehr Unbekannte als Gleichungen gibt. Aber
dann sind die Koeffizienten p; in der Gleichung

H1wy + - W =0
alle Null (aber mit von Null verschiedenen J;), also kénnen wir dies wieder zu
Avr+ -+ A, =0

umsortieren und sehen, dass dies eine nicht-triviale Losung hat. Dies ist aber ein Widerspruch
dazu, dass B eine Basis ist: jede Basis ist linear unabhéngig. ]
Zusammenfassung: Wir nehmen an, dass die Vektoren ganz V erzeugen, und zeigen dann,
dass B linear abhingig sein muss. Widerspruch. Also konnen die Vektoren nicht ganz V
erzeugen.

Also hat jede Basis von V gleich viele Vektoren.

Definition 5.2: Die Dimension eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', geschrieben
dim (V') oder dim V, ist definiert als die Anzahl der Vektoren in einer Basis von V. Der Null-
vektorraum hat Dimension 0.

Beispiel 5.3: dimR"” = n, dimR[z],, = n + 1, dim M,, ,, = mn.

Beispiel 5.4: Wenn die Vektoren vy, . .., vy linear unabhéngig sind, dann bilden sie eine Basis
fiir Span(vy,...,vx). Also ist dim Span(vy,...,v;) = k. Die Bedingung ,linear unabhingig
ist hier entscheidend.

In Worten: Die Dimension eines Vektorraums, der als Spann von linear unabhéngigen Vek-
toren angegeben ist, ist die Anzahl dieser linear unabhéngigen Vektoren.

Zum Beispiel:

o v = (g in R? ist eine Basis des ein-dimensionalen Unterraums Span(vi) = (v ).

1 1
o v = (%),02 = <§> in R* bilden eine Basis des zwei-dimensionalen Unterraums W =
1 4
{v1,v2), den sie aufspannen.
1

1 2

owvy = (1 ],v = (%),1}3 = (i) sind nicht linear unabhingig (da vs = v + v2). Wir
1 1 5

haben (v1,va,v3) = (v1,v2) = W, aber vy, v, v3 bilden keine Basis von W. Beliebige zwei

dieser Vektoren sind linear unabhéngig, also bilden v;, vy eine Basis von W, und v, vs
bilden auch eine Basis von W, und v, v3 ebenso.

Um eine Dimension eines bestimmten Vektorraums zu bestimmen, hilft manchmal die Vorstellung
von ,Freiheitsgrad oder ,wie viele Zahlen kann ich wahlen, bis ein Element des Vektorraums
eindeutig bestimmt ist“. Zum Beispiel:
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KAPITEL 5. BASEN UND DIMENSION DIMENSION

Beispiel 5.5: Der Vektorraum Sym,, aller symmetrischen n x n-Matrizen hat Dimension

n+ 1(n®> —n) = 3(n* + n). Wir kdnnen dies auf zwei Weisen zéhlen:

o Wir konnen alle Eintrdge auf der Diagonale wéhlen, also n Eintrige. Dann kénnen wir
von den restlichen n? — n Eintriigen die Hilfte wihlen, weil diese dann die andere Hilfte
bestimmt (da die Matrix symmetrisch ist).

o Oder: Sagen wir, wir wihlen die untere Hélfte der Matrix, inklusive Diagonale. In der ersten
Zeile kénnen wir also nur einen Eintrag wihlen. In der zweiten Zeile zwei Eintrége, in der
dritten drei, usw., bis wir in der nten Zeile alle n Eintrage wéhlen diirfen. Wir wahlen also
insgesamt 1+ 2+ 3+ -+ +n = n(n + 1) Eintrége.

Dies ist eine hilfreiche Weise, dariiber nachzudenken. Um zu beweisen, dass es wirklich korrekt

ist, miissen wir eine Basis geben, die ebensoviele Elemente hat. Wir bekommen pro Eintrag,

den wir wihlen diirfen, ein Element der Basis.

Fiir symmetrische 2 x 2-Matrizen gibt dies zum Beispiel die schéne Basis

10 00 01
E = By = ,S1o = .

Fiir symmetrische 4 x 4-Matrizen haben wir

0600 0700 00060 00060

E, = 0000 | Ey = 0000 J» Es = 0010 ) E, = 0000 |
0000 0000 0000 0001
1000 0000 0000

S12 = 0000 )> Sig = 1000 J» S1a = 0000 )>
0000 0000 1000
0010 0001 0000

Sag = 0100 )> Soq = 0000 | Szq = 0001
0000 0100 0010

Ubung 5.6: Schreiben Sie eine Basis fiir die symmetrischen 3 x 3-Matrizen auf.

Wir koénnen dhuliche Ideen benutzen, um eine Basis eines Kerns eine Matrix (oder der Losungs-
menge eines homogenen LGS) zu finden:

1
Beispiele 5.7: ¢ Sei A = |2 . Wir suchen eine Basis von Ker A = Ker f4, der
1

N 3 Ot
S © W

Losungsmenge von Az = 0.
Wir wissen schon, wie wir das System 16sen und eine Losungsmenge aufschreiben.

1] 5 3 (1] 5 3 1 5 3 1] o 8
2 79— 0 -3 3|— |0 [1] -1|]—]0 [1] —1

1 2 6 0 -3 3 0 0 0 0 0 O

-8 -8
Alsoist KerA=<t]| 1 = < 1 > Da wir eine freie Variable haben, kann Ker A
1

als Spann eines einzigen Vektors geschrieben werden. Da der Vektor nicht Null ist, ist dies
-8

also der Spann von linear unabhéngigen Vektoren. Also ist | 1 | eine Basis von Ker A.
1

Also ist dim(Ker A) = 1.
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1 4 3 1 3
o Sei A=| -1 —4 -3 | Diese Matrix hat reduzierte ZSF | 0 0 |, also ist
2 8 6 0

4
0
0 0
—4 -3 —4 —
KerA=<s| 1 [+t] O —< 11,10 >
0 1 0 1

Unsere Intuition sagt, dass wir zwei Freiheitsgrade haben, also sollten diese beiden Vektoren
eine Basis von Ker A bilden. Wie kénnen wir sicher sein?
Offensichtlich erzeugen sie Ker A, also miissen wir nur lineare Unabhéingigkeit zeigen. Das

—4 -3 0
M1 ]+X] 0[=1]0
0 1 0

hat einzige Losung \; = Ay = 0, was wir von der zweiten und dritten Zeile ablesen kénnen.
Also bilden diese beiden Vektoren eine Basis von Ker A, und somit ist dim(Ker A) = 2.

Dies passiert immer, wenn wir freie Variablen haben: wir kénnen die unterschiedlichen
freien Variablen unabhéngig voneinander wéihlen. Deswegen ist es hilfreich, den allgemeinen

—4 -3
Losungsvektor in die Linearkombination s | 1 |+¢| 0 | zu separieren, und ihn nicht
1
—4s — 3t
als s stehen zu lassen.
t

Wir halten fest:

dim(Ker(A)) = Anzahl der Spalten ohne fithrende Eins in der red. ZSF von A.

Ubung 5.8: Finden Sie in Numbas eine Basis von Ker A.

Wir untersuchen spéiter im Kapitel noch die Dimensionen von Unterrdumen etwas genauer.

B. Plus/Minus Theorem

Als néchstes zeigen wir ein Resultat, welches uns erlaubt, linear unabhingige Mengen zu vergrofiern
und Erzeugendensysteme zu verkleinern. Die Konsequenzen diese Resultats sind sehr wichtig fiir
fast alles, was wir danach machen.

Theorem 5.9: (Plus/Minus Theorem)
Seien vy,...,vx mit k = 1 Vektoren eines Vektorraums V.
(i) Wenn vy, ..., v linear unabhingig sind und v € V nicht im Spann von v1,..., vy liegt,
dann sind vy, ..., vg, v immer noch linear unabhdngig.
(ii) Wenn vy, ... v ganz V aufspannen und ein v; als Linearkombination der anderen Vek-
toren geschrieben werden kann, dann spannen vy,...,0;—1,Vit1,...,V immer noch ganz
V' auf.
BeweEls. (i) Wir wollen zeigen, dass vy, ..., vg, v linear unabhéngig sind. Dazu betrachten
wir

A1+ -+ v + Av = 0.
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Wenn A # 0, dann ist v = f§()\1v1 +- -+ Apvg). Aber da v nicht im Spann von vy, . .., vk liegt,
kann dies nicht sein: es muss also A = 0 sein. Dann haben wir nur noch die Linearkombination

Avr + -+ Ao = 0.

Aber vy,...,v; sind linear unabhéngig, also sind alle A\; = 0. Also sind vy, ..., v, v linear
unabhéngig.

Zusammenfassung: betrachte v und vy, ..., v, separat beim Zeigen der linearen Unabhéngig-
keit.

(if) Wir wissen, dass V' = (vy, va, ..., v, und ein v; als Linearkombination der anderen geschrieben
werden kann. Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit (0BdA) (was hier bedeutet, dass wir sie
wenn notig umnummerieren kénnen) haben wir vy = A\jv1 + - -+ Ag_1vp—1. Wir wollen zeigen,
dass vy, ...,v,—1 immer noch V erzeugen. Fiir w € V gibt es u; € R mit

W= p1v1 + -+ Pp—1Vk—1 + Ug Uk,
weil v1, ..., v, ein Erzeugendensystem von V ist. Dann kénnen wir vy ersetzen und bekommen
W= v+ + fp—1Vk—1 + (Ao + o+ Apm1Up—1)
= (p1 + prA)vr + - 4 (He—1 + preAp—1)Vk—1.
Also kann w als Linearkombination von vy, . .., v,_1 geschrieben werden. Da dies fiir alle w € V

funktioniert, erzeugen vy, ..., v5—1 immer noch V. O
Zusammenfassung: ersetze v, mit seiner Linearkombination.

Wir brauchen dieses Theorem fiir einige andere wichtige Resultate. Aber hier ist schon mal ein
kleines Beispiel, wie man es auch benutzen kann.

Beispiele 5.10: a) Seien v; = (é), vy = (_(1)1> und vz = (%) Wir sehen:
¢ w1 und vy sind linear unabhéngig: es sind nur zwei Vektoren und sie sind nicht kollinear.
¢ v1 und vo haben 0 im dritten Eintrag, also liegen sie in der z, y-Ebene.
¢ wg ist nicht im Spann von vy, vs: der dritte Eintrag ist nicht Null.
Also folgt aus dem Plus/Minus Theorem (5.9), dass vy, ve, v3 linear unabhéingig sind.

b) Genauso koénnen wir das Theorem auf Polynome p; = 1 — 22, py = 2 — 22, p3 = 2
anwenden. Warum ist ps nicht im Spann von pq, p2?

c¢) Wenn vy,vs,v3,v4 einen Vektorraum V erzeugen und vz = vy — 4vs + 3vy ist (oder
eine andere dhnliche Linearkombination), dann kénnen wir v3 entfernen, und vy, vs, v4
erzeugen immer noch ganz V.

d) Wenn v, vg, vs,v4 den Vektorraum V erzeugen und ve = 2v4, dann kénnen wir entweder
vy oder vy entfernen (aber nicht beide!). Also erzeugen vy, vs,vs ganz V', aber ebenso
erzeugen vy, v, v3 ganz V.

3

Eine der schonen Konsequenzen des Plus/Minus Theorems ist folgende: wenn wir schon die richtige
Anzahl von Vektoren fiir eine Basis haben, reicht es, eine von den zwei Bedingungen fiir eine Basis
zu Uberpriifen.

Proposition 5.11: (Zwei fiir Eins bei Basen)
Sei V' ein Vektorraum mit Dimension n. Dann gilt:

(i) n linear unabhingige Vektoren erzeugen automatisch ganz V, und
(i1) ein Erzeugendensystem aus n Vektoren ist automatisch linear unabhdingig.

BEwEIs. (i) Seien wvy,...,v, linear unabhingig. Angenommen, sie erzeugen nicht V: dann
gibt es ein v € V' welches nicht im Spann von vy, ..., v, liegt. Nach dem Plus/Minus Theorem
(Theorem 5.9) sind v1,...,v,,v immer noch linear unabhéngig. Aber dies sind mehr als n
Vektoren, also konnen sie nicht linear unabhéngig sein (nach Theorem 5.1). Also erzeugen
Viy..., Uy ganz V.

(ii) Angenommen vy, ..., v, erzeugen V aber sind linear abhéingig. Dann gibt es \; nicht alle Null
mit

Av1 + ...+ Apu, = 0.
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ObdA haben wir A, # 0. Aber dann kann v, als Linearkombination der anderen Vektoren
V1,...,Un—1 geschrieben werden, also erzeugen nach dem Plus/Minus Theorem (Theorem 5.9)
die Vektoren vq,...,v,_1 immer noch ganz V. Aber dies sind weniger als n Vektoren, also
konnen sie nicht V' erzeugen (nach Theorem 5.1). Also sind vy, ..., v, linear unabhingig. O

Wenn wir also schon auf andere Weise die Dimension von V' kennen ( A und nur dann!) und wir
eine entsprechende Anzahl von Vektoren haben, die eine Basis sein sollen, brauchen wir nur eins
von linear unabhéingig und Erzeugendensystem zeigen, nicht beide.

Beispiele 5.12: a) Wir sehen ohne Rechnung, dass v, = (_73), vy = (2) eine Basis von

R2 bilden. Die beiden Vektoren sind offensichtlich nicht kollinear, also sind sie linear
unabhingig. Da R? Dimension 2 hat, sind diese zwei linear unabhiingigen Vektoren also
auch eine Basis.

b) Wir sehen ohne Rechnung, dass

2 4 -1
U1 = 0 , U2 = 0 , V3 = 1
-1 7 4

eine Basis von R bilden. Die ersten beiden Vektoren liegen in der z, z-Ebene (kénnen Sie
erkldren, warum?) und sind offenbar nicht kollinear. Der dritte Vektor vs liegt nicht in
der z, z-Ebene, liegt also auch nicht im Spann von vy, vs. Also sind nach dem Plus/Minus
Theorem (Theorem 5.9) die Vektoren vq,vs,vs linear unabhingig. Da R3 Dimension 3
hat, bilden sie automatisch eine Basis.

Das néchste Resultat werden wir oft benutzen.

Theorem 5.13: (Zu Basis ergéinzen oder reduzieren)
Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann gilt:
(i) Jede Liste von linear unabhingigen Vektoren in V kann zu einer Basis von V ergdnzt

werden, und
(ii) jedes Erzeugendensystem von V enthdlt eine Basis von V.

BEWEIS. (i) Angenommen v1,..., vy sind linear unabhéngig in V, mit k < n = dim V. Wir
wollen zeigen, dass wir Vektoren hinzufiigen kénnen, um eine Basis von V' zu erhalten.

Da weniger als n Vektoren V nicht aufspannen kénnen (Theorem 5.1), gibt es ein vg4q € V,
das nicht im Spann von vy, ..., v, liegt. Nach dem Plus/Minus Theorem (Theorem 5.9) sind
dann vy,...,vg,vk+1 immer noch linear unabhéngig. Wenn k + 1 = n, haben wir n linear
unabhéngige Vektoren, und diese sind dann eine Basis (nach ,Zwei fiir eins“, Prop. 5.11).
Wenn k + 1 < n, dann kodnnen vy, ...,v54+; immer noch nicht V' erzeugen, also gibt es ein
vi+2 welches nicht im Spann liegt, also sind vy, ..., Vg1, V4o immer noch linear unabhéngig.
So fahren wir fort, bis wir n linear unabhingige Vektoren haben, die dann eine Basis von V'
bilden.

Sei vy, ..., v, ein Erzeugendensystem, mit m > n. Da es mehr als n Vektoren sind, kénnen sie
nicht linear unabhingig sein (nach Theorem 5.1). Also gibt es A; nicht alle Null, sodass

A1+ .o+ AUy = 0;

oBdA ist \,, # 0. Dann kann v,, als Linearkombination der anderen Vektoren geschrieben
werden, also folgt aus dem Plus/Minus Theorem (Theorem 5.9), dass vy, ..., v;,—1 immer noch
V erzeugen. Wenn m — 1 = n, dann bilden die Vektoren automatisch eine Basis (nach ,,Zwei
fiir eins®, Proposition 5.11). Wenn m — 1 > n, dann kénnen wir den Schritt wiederholen und

noch einen Vektor entfernen und haben immer noch ein Erzeugendensystem vy, ..., v, _2. So
fahren wir fort, bis wir ein Erzeugendensystem aus n Vektoren haben, was dann automatisch
eine Basis ist. O
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Beispiele 5.14: Dieses Beispiel nicht Teil des Moduls, nur fiir Interessierte.

Wir wollen die linear unabhéngigen Vektoren

0 0
vi=13], va=1]2
1 6

zu einer Basis von R? ergiéinzen. Wir sehen, dass ein Vektor mit von Null verschiedenem
ersten Eintrag nicht im Spann von vy, v liegen kann. Also gibt uns die Ergdnzung mit
dem Vektor
1
V3 = 0
0

eine Basis v1, vy, v3 von R3. Dieser weitere Vektor ist nicht eindeutig! Wir kénnen jeden
Vektor wéhlen, der einen von Null verschiedenen ersten Eintrag hat, aum Beispiel v3 =

4 . . . .
( 3 ) Aber um uns das Leben etwas leichter zu machen, ist es sinnvoll, nach geeigneten

Standardbasisvektoren zu schauen, mit denen wir ergédnzen kénnen.

Wir suchen Standardbasisvektoren, die folgende zwei Vektoren zu einer Basis von R*
ergéinzen.
1 -1
|3 -2
U1 = 6 |’ V2 = 4
-3 2

Hier sieht man nicht sofort, welche Standardbasisvektoren man wihlen kénnte oder sollte.
Wir konnen entweder einfach etwas ausprobieren und dann priifen, ob die resultierenden
vier Vektoren linear unabhingig sind oder nicht. Oder wir kdnnen etwas genauer hinsehen:
das Muster der unteren drei Eintrige sieht bei beiden Vektoren gleich aus. Das gibt
uns einen Ansatz zum Ausprobieren, und wirklich ist 2v; + 3vy = —ej. Also ist e €
Span(vy,v2) und wir kénnen diesen Vektor nicht hinzufiigen. Wir fiigen also ez, e hinzu
und iiberpriifen, ob die resultierenden vier Vektoren wirklich linear unabhéngig sind,
indem wir das relevante LGS l6sen.

-1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0 -1 0 0
3 -2 1 0| _ o to|l_fo 1 1 o] |o 10
6 —4 0 1 0 2 0 1 0 0 -2 1 0 0 0
-3 2 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 0 0 o0

Hier sehen wir schon, dass die Vektoren linear unabhéngig sind.

Also bilden v, vs, €3, e3 eine Basis von R%.

(Wir hétten auch eq, e4 oder e3, e4 hinzufiigen konnen. Rechnen Sie dies nach.)
Wir betrachten die Polynome

pr=xz—1, ppo=x+3

in R[x]3. Wir sehen, dass p3 = 22 nicht im Spann dieser zwei Polynome liegt. Nach dem
the Plus/Minus Theorem sind also p1, p2, p3 immer noch linear unabhéngig. Wir kénnen
immer noch kein Polynom von Grad 3 erzeugen, also erginzen wir noch py = 3, und
dann bilden py, pa, ps, ps eine Basis von R[z]s.

Beim Ergénzen zu einer Basis wihlt man am besten Standardbasisvektoren und probiert etwas
aus. Aber um ein Erzeugendensystem zu einer Basis zu reduzieren gibt es eine schéne Methode.
Dies ist ja auch, was man machen muss, um eine Basis eines Spaltenraums einer Matrix zu finden,
also auch eine Basis des Bildes einer Matrixabbildung.

Basis von Bild/Spaltenraum finden oder Erzeugendensystem zu Basis reduzieren
Wir wollen ein Erzeugendensystem vy, ..., v; im Vektorraum V' mit Dimension n zu einer Basis
reduzieren.
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(Oder eine Basis des Spaltenraums einer Matrix/ des Bildes einer Matrixabbildung finden.

Das fingt im vierten Punkt an.)

o Wenn V = R" ist, haben wir schon Spaltenvektoren vq,...,v; € R™.

o Wenn V' # R", dann wéhle eine Basis B von V' (moglichst eine schon einfache), und schreibe
die v; als Koordinatenvektoren: dann haben wir also wieder Spaltenvektoren in R™.

o Bilde eine Matrix A aus den obigen Spaltenvektoren.

o Benutze Gauss-Jordan, um A in (reduzierte) ZSF zu bringen.

¢ Die Spalten in der urspriinglichen Matrix A, die in der ZSF fiihrende Einsen haben, bilden
eine Basis von SR(A) =Im f4.

Ubung 5.15: a) Erkliren Sie warum obige Methode eine Basis gibt:
o Warum spannen die gegebenen Spalten von A den ganzen Spaltenraum auf?
o Warum sind die gegebenen Spalten von A linear unabhingig?
Hierfiir miissen Sie das LGS Ax = 0 und dessen Losung auf eine bestimmte Weise inter-
pretieren.
Hinweis fiir den zweiten Punkt: In den Umformungen von A zur red. ZSF, 16schen Sie
alle Spalten, die am Ende keine fithrende Eins haben. Was sagt Thnen diese Rechnung
dann? Wire die Rechnung anders, wenn man die geloschten Spalten von Anfang an gar
nicht dabei hitte?

b) Finden Sie die Dimension eines Aufspanns in Numbas.

c¢) Finden Sie Basen fiir Kern und Bild einer Matrixabbildung in Numbas.

d) Finden Sie ein Beispiel einer nicht surjektiven linearen Abbildung, deren Kern Null ist.
Uberpriifen Sie Thr Beispiel einer injektiven, nicht surjektiven Abbildung in Numbas.

Da jedes Erzeugendensystem eine Basis enthilt, wissen wir nun auch auch:

Korollar 5.16: Jeder endlich-dimensionale Vektorraum hat eine (endliche) Basis.

BEWEIS. Sei V endlich-dimensional, also hat V' ein endliches Erzeugendensystem. Dies enthilt

eine Basis (nach Thm 5.13(ii)). Diese Basis ist endlich, als Teilmenge einer endlichen Menge.

O

Das Resultat erlaubt uns auch, Basen und Dimensionen von Unterrdumen genauer anzuschauen.

C. Basen und Dimensionen von Unterriumen

Proposition 5.17: (Dimensionen von Unterrdumen)
Wenn W ein Unterraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V ist, dann gilt:

(i) W ist endlich-dimensional.
(i) dim W < dim V.
(iii) W =V genau dann wenn dimW = dim V.

Bewels. (i) Da V endlich-dimensional ist, hat es eine endliche Basis. Sei n die Anzahl der
Elemente in einer Basis, also dim V' = n.
Nun wollen wir zeigen, dass auch W ein endliches Erzeugendensystem hat. Wenn W = {0},
dann ist die leere Menge ein Erzeugendensystem (oder auch {0}), welches endlich ist. Wir
nehmen also an, dass W # {0}. Sei also wy # 0 € W. Wenn {w;) = W (also wenn w; ganz
W erzeugt), dann haben wir ein endliches Erzeugendensystem und sind fertig.
Wenn (w;) # W, dann gibt es wy € W, das nicht in diesem Spann liegt: wo ¢ (w;). Nach dem
Plus/Minus Theorem (Theorem 5.9) ist also wy, we linear unabhéngig. Wenn nun (wy, wy) =
W, dann sind wir fertig. Andernfalls kénnen wir w3 € W finden mit w3 ¢ {wy, ws), und so
weiter.
Da die Vektoren, die wir nach und nach bekommen, immer linear unabhéngig bleiben (nach
dem Plus/Minus Theorem), kénnen wir nicht mehr als n Vektoren bekommen, weil mehr als
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(i)
(iii)

n Vektoren in V' auf jeden Fall linear abhéngig sind (Prop. 5.1). Also kommt dieser Prozess
zu einem Ende, und gibt uns somit ein endliches Erzeugendensystem fiir W.

Ubung. Hinweis: Eine Basis von W ist linear unabhingig in V.

Wenn W =V, dann ist offensichtlich dim W = dim V.

Umgekehrt, angenommen dimW = dimV = n und W < V ist ein UVR. Angenommen es
gibt ein v € V, v ¢ W. Sei wy,ws,...,w, eine Basis von W (die existiert, weil W nach (i)
endlich-dimensional ist und somit eine endliche Basis hat). Wenn v ¢ W, dann sind nach
dem Plus/Minus Theorem (Theorem 5.9) die Vektoren wy,ws,...,w,,v immer noch linear
unabhéngig in V. Aber dies sind n + 1 linear unabhéngige Vektoren in einem Vektorraum
von Dimension n, was nicht moglich ist (Prop. 5.1). Also gibt es kein v € V' welches nicht in
W ist, also ist W = V. |

A\ Vorsicht! Wenn W kein Unterraum von V ist, dann impliziert dim W = dim V nicht W = V.

Zum

Beispiel der Vektorraum R[z]s von Polynomen von Grad hochstens 2 hat Dimension 3, aber

ist nicht gleich R3.

Das Verhéltnis dim W < dim V' der Dimensionen zwischen Vektorraum und Unterraum ist recht
simpel, aber das Verhéltnis zwischen Basen ist komplizierter.

Beispiele 5.18: (Basen von Unterrdumen)
Wenn vy, v9, ..., v, eine Basis B von V ist, und W < V ein UVR, dann gibt es keinen Grund,
anzunehmen, dass eine Teilmenge der Basis B eine Basis von W gibt. Zum Beispiel:

<

&

1

Sei €& die Standardbasis e; = (0

0
) ,ey = <1> von R2, und sei der Unterraum W =
1 . . 1 . . . .
) die Gerade, die von ) aufgespannt wird. Dann gibt es keine Teilmenge von &,
die eine Basis von W ist: Eine Basis von W muss ein einziger Vektor der Form :r) sein.
x

1 2 -1
(Zum Beispiel ) oder 5 oder ( .) e1 und eg sind nicht einmal Elemente von W.

Sei W = Sym, der Vektorraum der symmetrischen 2 x 2-Matrizen, welches ein Unterraum
von V = My ist. Die Standardbasis von Mo ist

10 00 0 1 00
E, = By = ,Ep = ,Eoy = :

Wir haben in Beispiel 5.5 gesehen, dass W eine Basis aus 3 Elementen hat, also ist dim W =
3. Aber es gibt nur zwei symmetrische Matrizen in der Standardbasis von May 2, also gibt
es keine Teilmenge von 3 Elementen, die eine Basis von W geben konnte.

Wenn wir also zwei Unterrdume U, W von V haben, kénnen wir nicht einfach einen Schnitt der
Basen nehmen, um eine Basis des Schnitts U n W zu bekommen. Wie finden wir also eine Basis
des Schnitts? Manchmal haben wir Gliick und es geht doch:

Beispiele 5.19:

sy =50, ((4), (1)) w = () () w0~ = (1)

Hier

war die Basis des Schnitts leicht zu sehen.

Es gibt noch eine Situation, wo wir die Basis des Schnitts relativ leicht finden kdnnen.

Beispiele 5.20: V = R?, und

Uz{(%) }x1+x2+x3=0}, W={<§é) ‘x1+2x2+x3=0}.
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Hier sind U und W jeweils via ein LGS gegeben. Um die Elemente in U nW zu finden, miissen
wir einfach beide LGS zusammenfiigen und gleichzeitig 16sen: U n W ist die Losungsmenge
von

T1+x2+23=0

Ty + 229 + 23 = 0.
11y (1 A 0 1
1 21 0 1 0 0 0

und sehen U n' W = {t(?)}. Also ist (E)l> eine Basis von U n W.

Wir 16sen:

Aber manchmal ist es nicht ganz so leicht.

Beispiel 5.21: Wir suchen eine Basis vom Schnitt von

1 1 2 0
U:< 11, 0>7 W=< 11, 0>.
0 2 0 2

Seive U nW. Dann ist

A1 Ao 201 0
v=| A\ |+ 0O |=1pm |+ 0
0 2o 0 22
Aus der zweiten Zeile sehen wir A\; = p7, und aus der dritte Zeile Ay = ps. Also haben wir
AL+ Ae 21
v = A1 =1\
29 29
Nun gibt die erste Zeile Ay = Ao. Also ist
2X\1 2
v=1| X |=M |1
2\ 2

2
Mit der Wahl A; = 1 bekommen wir einen Vektor | 1 |, der eine Basis von U n W bildet.
2

Wir halten fest:

Basis eines Schnitts finden

Wenn U und W via LGS gegeben sind:

o Forme ein LGS aus beiden gegebenen LGS zusammen.

o Die Losungsmenge des grofseren LGS ist der Schnitt. Wir finden eine Basis, wie wir es bei
dem Kern einer Matrix gewohnt sind.

Wenn U und W jeweils als Spann gegeben sind:

Sei up,us,...,u ein Erzeugendensystem von U und wiq,ws,...,w; ein Erzeugendensystem
von W. Dann

o EinvelUn W erfillt v = Ajuy + Aaus + -+ + Agup = prwy + -+ + wy.

o Lose das LGS A\juy + Agug + -+ -+ + A\gug — ppwy — -+ — ywy = 0.

¢ Benutze die Losung, um v aufzuschreiben, und finde wie oben eine Basis.

Hier miissen wir die Losung sorgfiltig interpretieren und uns an die Bedeutung aller Koeffizi-
enten im System erinnern.
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Ubung 5.22: Oben finden wir nur Schnitte von UVR, also zum Beispiel von Geraden und
Ebenen durch den Ursprung. Formulieren Sie, wie wir die Schritte leicht ab&dndern kénnen,
um Schnitte von Geraden und Ebenen zu finden, die nicht durch den Ursprung gehen.

Hier ist ein Extrabeispiel fiir Sie, ganz durchgearbeitet, was wir nicht in der Vorlesung ma-
chen.

1 1

.. 4 1 -1
Beispiel 5.23: V =R* U = ( uy = 1,uQ= 0 W= w =

0 0

Seive U n W, also ist

—_

O = o= oW
S
[\v]
I
—

o O

1 1 3 1
v =M\ ! + Ao B daveU und wv=yw L + 2 1 daveW.
1 0 1 0
0 0 0 0
Also haben wir
AL+ Ao 31 + pro AL+ A2 31 + o
v — A1 — A2 _ | m a2 oder A1 — A2 I R _o.
A1 251 A1 M1
0 0 0 0
Dies gibt ein LGS mit vier Unbekannten und vier Gleichungen, welches wir 16sen.
1 -3 -1 1 -3 -1 1 1 -3 -1
1 -1 -1 -1 0 -2 2 0 0 -1 0
10 -1 of o -1 2 1| fo -1 2 1
0 0 0 O 0 0 0 0 o 0 0 o0
11 -3 -1 1 1 0 2 0 0 1
01 -1 0 0 0 1 0 0 1
o o 1 00 11| fo o 1
0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0 O
Hier ist uo eine freie Variable. Mit uo = ¢ haben wir pu; = —t, Ay = Ay = —t. Also ist eine

allgemeine Losung
—t—1
—t—(—t
v = (=) = —t
—t

0

O = O N

2

Also ist vy = (‘1)) eine Basis von U n W.
0

Wie konnen wir allgemeiner dieses Problem mit Basen von Unterrdumen umgehen?

Wenn wir mit UVR W < V und Basen arbeiten, fangen wir mit einer Basis By, des Un-
terraums an. Diese ist linear unabhéngig in V, also kénnen wir sie zu einer Basis By von V

erginzen (moglich wegen Theorem 5.13). So bekommen wir eine Basis von V, die eine Basis
des UVR enthalt.

A\ Damit dies funktioniert, miissen wir immer mit einer Basis des kleinsten UVR anfangen!

Wir werden dieses Prinzip im nichsten Abschnitt ausprobieren.
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D. Lineare Abbildungen und Dimension

Die Dimensionen von Kern und Bild einer linearen Abbildung haben auch einen sehr schénen
Zusammenhang.

Theorem 5.24: (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen)
Wenn f: V — W eine lineare Abbildung ist und V endlich-dimensional, dann gilt

dim Ker(f) + dimIm(f) = dim V.

BewEls. Sei dimV = n. Sei vy,...,v; eine Basis von Ker f (wir fangen mit einer Basis des
UVR an), und ergénze sie zu einer Basis vq,...,v, von V (moglich nach Theorem 5.13). Dann
ist f(v1) = f(ve) = --- = f(vg) = 0, da diese Vektoren im Kern von f liegen. Wir zeigen, dass
fks1)s f(Vk+2),- .., f(v,) eine Basis von Im f bilden.

Die Vektoren erzeugen Im f: fiir w € Im f gibt es v € V mit w = f(v). Da vy, ..., v, eine Basis von
V ist, gibt es A; € R mit v = A\jvy + -+ + A\, v,. Also ist
w=f(v) = f(\v1+ -+ Ayvn)

=Mf(v1)+ -+ M f(vn) da f linear

=04+ 04+ M1 f(vpg1) + -+ A f(vn)-
Also erzeugen f(vgt1,)-.., f(v,) das Bild Im f.
Um lineare Unabhéngigkeit zu zeigen, betrachten wir

Pk f(Uks1) + o+ pn f(vn) =0 fir pgyr, ..o, € R
Wegen Linearitét ist dann f(pg+1vk+1 + -+ + tnvs) = 0, also ist pr11vk41 + -+ + vy € Ker f.
Aber vy, -+ , vy ist eine Basis von Ker f, also ist
Hk4+1Vk+1 T o+ PpUn = p101 + -+ UgUk.

Aber dann ist

G e e L R L
Da vy, ..., v, eine Basis von V bilden, sind sie linear unabhéngig. Also sind alle ;1; = 0. Dies zeigt,
dass f(vg+1),---, f(v,) linear unabhéngig sind. Also ist dim(Im f) = n — k, und somit
n=dimV =k + (n — k) = dimKer(f) + dimIm(f). O

Beispiele 5.25: Schauen Sie die bisherigen Beispiele von linearen Abbildungen an (auch auf
Ubungsbliittern) und iiberzeugen Sie sich, dass die Dimensionen von Kern und Bild in diesen
Beispielen in der Tat diese Dimensionsformel erfiillen. Beginnen Sie mit den Beispielen a)
und b) aus 2.37.

Definition 5.26: Eine bijektive lineare Abbildung f: V — W heifit (linearer) Isomor-
phismus. Wenn es einen Isomorphismus zwischen V' und W gibt, sagen wir, dass die Rdume
isomorph sind und schreiben V =~ .

Beispiele 5.27:

a) Die Identitédt id: V — V auf einem beliebigen Vektorraum V ist ein Isomorphismus.

b) Die Streckung f: R®™ — R™ mit f(v) = rv ist fiir r # 0 ein Isomorphismus.

c¢) Die Projektion 7: R? — R ist kein Isomorphismus: sie ist nicht injektiv.

d) Sei B eine Basis von V mit dimV = n. Dann ist g(—): V — R", die Abbildung, die
Koordinatenvektoren gibt, ein Isomorphismus (siehe Ubung 4.23).
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Ubung 5.28: Bestimmen Sie in Numbas, ob eine Abbildung injektiv, surjektiv, ein Isomor-
phismus ist. (Der letzte Teil der Aufgabe fragt nach der inversen Abbildung: das kommt im
nachsten Kapitel. Sie kénnen es jetzt noch auslassen.)

Durch den Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen bekommen wir jetzt noch ein ,zwei fiir eins“
Resultat.

Proposition 5.29: (Zwei fiir eins bei Isomorphismen)
Fiir eine lineare Abbildung f: V —> V wvon einem endlich-dimensionalen Vektorraum zu sich
selbst gilt:

f st injektiv < f ist surjektiv <= f ist ein Isomorphismus.

BEWEIS.
f injektiv
= Kerf=0 nach Injektivitdt via Kern, Prop. 4.31
< dimKer(f) =0
< dimIm(f) = dimV nach Dimensionssatz, Theorem 5.24
< Imf=V weil Im f UVR von V (siehe Theorem 5.17)
= f surjektiv.

Dies beweist f injektiv genau dann wenn f surjektiv. Da ein Isomorphismus nach Defition eine
lineare Abbildung ist, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist, folgt auch die letzte Aquivalenz. [

Ein Isomorphismus hat auch eine inverse Abbildung.

Definition 5.30: Die Inverse einer linearen Abbildung f

f:V — W ist eine lineare Abbildung g: W — V mit v w g
gof =idy: V—5V und idxlng
fog =idw: W — W. V—s W

Sie kennen schon inverse Abbildungen oder Umkehrabbildungen aus MAGL. Beachten Sie, dass in
unserem Kurs Abbildungen immer auf jedem Element der Quelle definiert sind!

Proposition 5.31: (Inverse sind eindeutig.)
Wenn die lineare Abbildung f: V — W invertierbar ist, dann ist die Inverse eindeutig.

Beweis. Ubung. O

Notation 5.32: Da Inverse eindeutig sind, konnen wir ,die Inverse* statt ,eine Inverse sagen,
und schreiben f~! fiir die Inverse, wenn sie existiert.

Fakt 5.33: Eine (lineare) Abbildung f: V — W ist invertierbar genau dann wenn f bijektiv ist.

In MAGL war es anders in Satz 2.2.32: dort reicht im Prinzip nur Injektivitit. Aber weil bei uns
die Inverse auch auf ganz W definiert sein muss, brauchen wir auch Surjektivitét.

Beweis. Fiir Interessierte; nicht in der Vorlesung
Wenn f invertierbar ist, dann gilt fof~! = idy und f~lof = idy.
Wir zeigen, dass f injektiv ist: Wenn f(u) = f(v), dann folgt f~1(f(u)) = f~1(f(v)), also u = v.
Wir zeigen, dass f surjektiv ist: Fiir jedes w € W gibt es f~!(w) € V mit f(f~}(w)) = w.
Also ist f bijektiv.
Umgekehrt, angenommen f ist bijektiv, also sowohl injektiv als auch surjektiv. Wir kénnen die
Inverse f~!': W — V definieren durch f~!(w) = v fiir v € V mit f(v) = w. Solch ein v existiert
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weil f surjektiv ist, und es ist eindeutig weil f injektiv ist. Durch diese Definition bekommen wir
offensichtlich fof~! = idy und f~'of =idy. O

Proposition 5.34: Die Inverse eines Isomorphismus ist auch ein Isomorphismus.

BEWEIS. Es bleibt zu zeigen, dass die Inverse einer invertierbaren linearen Abbildung auch
linear ist.
Angenommen f(v1) = wy und f(v2) = wy. Dann ist f~1(w;) = v; und f~1(wy) = vo.
Da f linear ist, gilt f(Av1 + Aova) = Ajw; + Asws. Durch die Definition der Inversen gilt also
fﬁl(/\l’wl + )\sz) = Mv1 + Aovg = Alfil(’wl) + )\inl(wg).
Also ist f~! auch linear. O

Zusammenfassung: die Eindeutigkeit der Urbilder unter f, die die Definition von f~! zulisst,
iibertriigt auch automatisch die Linearitéit von f auf Linearitéit von f~1.

Beispiele 5.35: Aus Beispiele 5.27:

a) Die Identitdt id: V — V ist selbst-invers.

b) Die Streckung f: R" — R" mit f(v) = rv fiir 7 # 0 hat Inverse f~*(v) = lv.

c) Die Abbildung g(—): V — R", die Koordinatenvektoren gibt, hat als Inverse die Ab-

bildung z — Zl x;b;, wobei z; die Eintrdge von x € R" sind, und b; die Vektoren der
Basis B.

Das letzte Beispiel sagt uns auch:

Theorem 5.36: (Dimension n bedeutet isomorph zu R".)
Jeder reelle Vektorraum von Dimension n ist isomorph zu R™.

BEWEIS. Sei V' ein Vektorraum von Dimension n und B eine Basis von V. Dann ist die
Abbildung (—): V —> R™ eine Isomorphismus (siehe Beispiele 5.27). O

Ubung 5.37: Priifen Sie die Aussage in den Beispielen nach, indem Sie direkt zeigen, dass
die Inverse, die in Beispiel 5.35¢) gegeben ist, wirklich eine Inverse ist.

Isomorphismen sind etwas besonderes, weil sie Inverse haben, aber auch, weil sie Basen auf Basen
schicken.

Proposition 5.38: (Isos erhalten Basen.)
Wenn f: V. — W ein Isomorphismus zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen ist, und
V1,...,0p eine Basis von V bilden, dann bilden f(vy),..., f(v,) eine Basis von W.

BEWEIS. Aus Proposition 4.32 folgt: Weil f injektiv ist, sind f(v1),..., f(v,) injektiv in W.
Weil f surjektiv ist, sind f(v1),..., f(v,) ein Erzeugendensystem von W. Daher bilden sie eine
Basis von W. ]

Insbesondere bedeutet dies: Wenn f: V — W ein Isomorphismus zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen ist, dann ist dim V' = dim W.
Wir bekommen sogar die Umkehrung.

Korollar 5.39: (Isomorph < gleiche Dimension.)
Zwei Vektorrdaume V und W sind isomorph genau dann wenn sie die gleiche Dimension haben.

BEwEIS. Eine Richtung haben wir oben schon gezeigt.
Umgekehrt, wenn dimV = dimW = n, dann sind nach Theorem 5.36 beide Vektorrdume zu
R™ isomorph. ALso gibt es Isomorphismen f: V — R" und g: W — R". Da die Inverse eines
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Isomorphismus wieder ein Isomorphismus ist (Prop. 5.34) und die Komposition von Isomorphismen
wieder ein Isomorphismus ist (Prop. 4.30), haben wir den Isomorphismus g~tof: V — W. ]

Ubung 5.40: Finden Sie einen alternativen Beweis fiir V =~ W = dimV = dim W, der den
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen benutzt.

Korollar 5.41: Eine Matriz mit invertierbarer Matrizabbildung ist quadratisch.

BEWEIS. Fiir eine m x n-Matrix A ist die zugehorige Matrixabbildung f4: R™ — R™. Aber
fa Isomorphismus impliziert dim R” = dim R™, also m = n. O

Da die Komposition von injektiven Abbildungen injektiv und die Komposition von surjektiven
Abbildungen surjektiv ist (Prop. 4.30), ist sofort klar, dass die Komposition von Isomorphismen
wieder ein Isomorphismus ist. Aber es gibt noch eine schone Art, die Inverse zu finden.

Lemma 5.42: (Socken und Schuhe)
Wenn f: U — V und g: V —> W Isomorphismen sind, dann ist (gof)~ = f~log™!.

1%
g
g
w

—>V

1

U

U——

Wenn man zuerst die Socken und dann die Schuhe
anzieht, muss man beim riickgéngig machen erst

die Schuhe ausziehen und dann die Socken. 9

BEWEIS. Da Inverse eindeutig sind, reicht es zu zeigen, dass (gof)o(f tog™!) = idy und
(fflogfl)o(gof) = ldU Wir haben

(f~Yog™Ho(gof) = fro(g  og)of = froidyof = f~lof = idy

und genauso fiir die andere Reihenfolge. |

E. Basen und Dimension: Study guide

Konzeptiibersicht.

¢ Dimension eines Vektorraums

o Mogliche Grofsen von linear unabhingigen Mengen, Erzeugendensystemen, Basen in ge-
gebenem Vektorraum

¢ Beziehungen zwischen den Konzepten lineare Unabhéngigkeit, Erzeugendensystem, Basis

und Dimension

Plus/Minus Theorem

Zwei fiir Eins bei Basen

Zu Basis ergéinzen oder reduzieren

Dimension von Unterrdumen

Zusammenhang der Dimensionen von Kern und Bild

Isomorphismen und Inverse

Eindeutigkeit der Inversen

Zusammenhang zwischen Injektivitdt und Surjektivitét einer linearen Abbildung von VR

zu sich selbst

Zusammenhinge von Isomorphismen, Dimensionen und Basen

Bedingung unter welcher zwei VR isomorph sind

¢ Inverse einer Komposition von invertierbaren Abbildungen

LR R R R R SRV IR

& 0
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BASEN UND DIMENSION: STUDY GUIDE

Skills.

o
<

S 0

SO0 0

Dimension eines Vektorraums oder Unterraums finden

Dimension benutzen, um zu entscheiden, ob gegebene Vektoren eine Basis eines endlich-
dimensionalen Vektorraums bilden

Erzeugendensystem zu Basis reduzieren

Basis fiir Kern und Bild einer linearen Abbildung finden

(Basis fiir Spaltenraum einer Matrix finden — ist das selbe wie Bild einer linearen Ab-
bildung)

Basis und Dimension von Schnitt von UVR finden

Dimensionen zur Hilfe nehmen, um finden von (Basen von) Kern und Bild zu erleichtern
Bestimmen, ob (und zeigen, dass) eine Abbildung ein Isomorphismus ist

Isomorphismus zwischen VR der gleichen Dimension finden
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KAPITEL 6

Inverse Matrizen und Determinanten

Lineare Abbildungen sind eine Interpretation von Matrizen. Wie {ibertrigt sich also die Invertier-
barkeit von Abbildungen auf die Matrizen? Und was fiir Konsequenzen hat dies auf die Interpre-
tation von Matrizen als LGS?

A. Inverse Matrizen

Definition 6.1: Eine Inverse einer quadratischen Matrix A ist eine Matrix B der gleichen
Grofe, die BA = I = AB erfiillt. Hierbei ist I die Einheitsmatrix der gleichen Grofe.

Vergleichen Sie mit inversen Elementen in Gruppen oder Halbgruppen, aus MAGL.
Bemerkung 6.2: Vergleichen Sie dies mit der Komposition von Matrizabbildungen (Prop. 1.62):
facfs = fap. Wenn also AB = I, dann ist faofp = f;r = id. Ebenso gibt BA = I auch fpofs =id,

also sind f4 und fp zueinander inverse Isomorphismen.

Die Bedingung ist in A und B symmetrisch. Wir sagen auch, dass A und B zueinander invers sind.

2

.. =5 3 5
Ubung 6.3: Zeigen Sie, dass A = ( L3 ) und B = (1 2) zueinander invers sind.

Beispiele 6.4:

¢ Die Inverse einer Einheitsmatrix ist die Matrix selbst: I,,1,, = I,,.

¢ Die Inverse einer Diagonalmatrix mit von Null verschiedenen Diagonaleintrégen ist die
Diagonalmatrix mit den Kehrwerten auf der Diagonale:

d 0 - 0\ [ O 0 10 0

0 do --- 0 0 d% e 0 01 --- 0

0 0 - d,/J\O 0 T 0 0 1
und anders herum. (Hier ist d; # 0 fir i € {1,...,n}.)

Nicht-Beispiel 6.5: Wie nicht alle Abbildungen invertierbar sind, haben auch nicht alle Ma-
trizen eine Inverse: Zum Beispiel ist eine Diagonalmatrix mit einer Nullzeile nicht invertierbar:
Es gibt keine Zahl x mit 0-x = 1.

Ubung 6.6: Invertieren Sie eine Diagonalmatrix in Numbas.
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b d —b
Formel 6.7: Eine 2x2-Matrix A = <a d) mit ad—be # 0 hat Inverse A= = ﬁ ( ) 1
@ —c a

BEWEIS.
a b d —b) [ad—bc —ab+ab
c d — a) \ed—ecd —cb+ad
also ist
a b 1 d —b\y (1 0
¢c d)ad—bc\-c o) \o 1)’
und anders herum. O

Offensichtlich brauchen wir hierfiir ad — be # 0. Wir werden spiter sehen, dass eine 2 x 2-Matrix
mit ad — bc = 0 nicht invertierbar ist.

Ubung 6.8: Invertieren Sie eine 2 x 2-Matrix in Numbas.

Definition 6.9: Eine Matrix heift invertierbar oder regulir, wenn sie eine Inverse hat.
Eine Matrix, die nicht invertierbar ist, heiflt singulér.

Wir erinnern uns von Kor. 5.41, dass nur quadratische Matrizen iiberhaupt die Chance haben,
invertierbar zu sein.

Genau wie inverse Abbildungen sind auch inverse Matrizen eindeutig.

Proposition 6.10: (Eindeutigkeit von Inversen)
Wenn eine Matriz eine Inverse hat, dann ist diese Inverse eindeutig.

BEWEIS. Angenommen eine Matrix A hat zwei Inverse, B und C. Dann ist

B =BI Mult. mit Einheitsmatrix &ndert die Matrix nicht
= B(AC) da C eine Inverse ist
= (BA)C Matrixmult. ist assoziativ
=IC da B eine Inverse ist
=C O

Wegen dieses Results sagen wir die Inverse (statt eine Inverse) von A ist A1, Also gilt

AAT =T=AT1A.

Vergleichen Sie den Beweis oben mit der Eindeutigkeit von Inversen in Gruppen, Satz 4.2.8 aus
MAGL: dies ist derselbe Beweis. Hier liegt auch eine Gruppe zugrunde: siehe Ubungsblatt.

Proposition 6.11: (Inverse Matrixabbildung) R" fa R™
Wenn A eine invertierbare Matriz ist, dann ist die Matriz- ‘ "
abbildung, die zur inversen Matriz A~' gehért, die inverse Ab- Xf,qvl\\
0 Q . . @ -1 1
bildung der Matrizabbildung, die zu A gehort: f,~ = fa-1. R" : R"
A
BEWEIS. Sei A eine n x n-Matrix. Dann ist f4-1(fa(v)) = A7 Av = Iv = v fiir jedes v € R",
und fa(fa-1(v)) = AA v = Iv = v fiir jedes v € R™. O

Die inverse Matrizabbildung ist die Matrizabbildung der Inversen.
Wir werden spater sehen, dass dies sogar eine ,genau dann wenn“ Aussage ist: A ist invertierbar
genau dann wenn f4 ein Isomorphismus ist.
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Die Eindeutigkeit der Inversen erlaubt uns auch zu zeigen:

Proposition 6.12: (Eigenschaften von Inversen)

(i) Jede invertierbare Matriz ist die Inverse ihrer Inversen: (A=)~ = A
(ii) Wenn A invertierbar ist, dann auch AT, und (AT)=! = (A~1)T.
(iii) (“Socken und Schuhe”) Wenn zwei n x n-Matrizen A und B beide invertierbar sind,
dann auch ihr Produkt AB, mit Inverser (AB)~! = B~tA~L,

BeweEis. (i) Folgt aus der Eindeutigkeit von Inversen und AA=! =T = A~ A.
(ii) Wir transponieren diese beiden Gleichungen und erhalten
(AAHT =17, also (A HTAT =1,
und
(A7) =17, also AT(AHT =T

Also erfiillt (A~1)T die Definition einer Inversen von A’ also ist wegen der Eindeutigkeit
von Inversen (A7)~ = (A~1)T.
(iii) Erste Version (direkt): Wir priifen, ob B~*A~! die Definition der Inversen von AB erfiillt:

(AB)(B'A™Y) = A(BB™Y)A 1 = ATA™' = AA ' =T
und (B'A™Y)AB)=B Y (A'A)B=B'IB=B"'B=1

Also folgt aus der Eindeutigkeit von Inversen, dass (AB)~! = B~tA~L
Zweite Version (via Abbildungen): Da faofp = fap, haben wir

foamy-1 = fap = (facf) ™' = fz'ofa' = fp-10fa-r = fp-1a-1.

Hier benutzen wir, dass die inverse Matrixabbildung die Matrixabbildung der Inversen ist
(Prop 6.11). O

Wir notieren dieses letzte Resultat auch als:

Das Produkt invertierbarer Matrizen ist invertierbar.

—1
1 2 1 (-1 -2
Beispiel 6.13: ¢ Inverse einer Inversen: = __ =
1 -1 3\-1 1
-1
2 1 2
1 101
—3 3\"5 3 1 -1
T -1
. . 1 2 1 1 11
¢ Inverse einer Transponierten: = = g 31 =
1 -1 2 -1 : -3
1o2) /1 o\ /1 4\
¢ Inverse eines Produkts: = — 7%
1 -1 0 2 1 -2

aber

() 69 506056

Andererseits ist

—1 —1
1 0 1 2 _1(2 0 1\ (-1 =2\ 1(-2 —
0 2 1 -1 210 1 3)\=1 1)  6\=1 1)

Ubung 6.14: Benutzen Sie das vorherige Resultat, um in Numbas einen Audruck mit Inver-
sen zu vereinfachen.

W= W=
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Manche Matrizen sind offensichtlich nicht invertierbar:

Proposition 6.15: Eine Matriz mit einer Nullspalte oder mit einer Nullzeile ist nicht inver-
tierbar.

Beweis. Ubung. O

Ubung 6.16: Zeigen Sie, dass eine 2 x 2-Matrix (a
c

b
d) mit ad — be = 0 nicht invertierbar

ist.
Hinweis: Sie miissen wahrscheinlich verschiedene Fille betrachten. Die Position dieser Ubung
im Skript ist auch ein Hinweis.

Wir konnen hier auch festhalten:

Bemerkung 6.17: Weil AA~! = ] und A~'A = I, ist das Multiplizieren einer Matrixgleichung
mit einer invertierbaren Matrix eine Aquivalenzumformung:

AX=B< X=A"'B fiir beliebige Matrizen X, B.

Aber dies gilt wirklich nur bei Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix!

/A Wichtig!!! Wenn Sie mit Matrixgleichungen (einschlielich Vektoren) arbeiten, miissen Sie immer
genau sagen, ob sie eine Gleichung mit einer Matrix von links oder von rechts multiplizieren! Da
Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist, macht dies einen Unterschied.

Nun zu linearen Gleichungssystemen.

Proposition 6.18: Fin LGS Ax = b mit invertierbarer Matrixz A hat eine eindeutige Losung.

BEWwEIS. Da A invertierbar ist, konnen wir die Matrixgleichung Az = b von links mit A~!
multiplizieren:

Ax =b < A7 Az = A1 < x=A"1D
Wegen der Aquivalenzen ist x = A~'b die einzige (also eindeutige) Losung. ]

Dies zeigt uns auch, dass fiir eine invertierbare Matrix A das LGS Ax = b fiir jedes b 16sbar ist!

Bemerkung 6.19: Wenn wir schon wissen, dass A invertierbar ist, und wir haben AB = I, dann
folgt sofort, dass B = A~!, durch Multiplikation mit A~' von links. Vergleichen Sie mit MAGL
Satz 4.2.1 (Links-Inverse sind Rechts-Inverse). Aber wenn wir noch nicht wissen, ob A tiberhaupt
invertierbar ist, konnen wir dieses Argument nicht anwenden!

Wir brauchen noch etwas mehr Wissen, bis wir auch zeigen konnen, dass eine Richtung AB = I
genug fiir die Existenz einer Inversen ist.

Das Resultat iiber LGS mit invertierbaren Matrizen (Prop. 6.18) sagt uns etwas iiber die reduzierte
ZSF, die eine invertierbare Matrix haben muss: sie muss n fithrende Einsen haben (wenn A eine
n x n-Matrix ist), und muss somit die Einheitsmatrix sein.

Dies gibt uns einen Algorithmus zur Berechnung einer inversen Matrix.

B. Invertierungsalgorithmus

Wir kénnen die Inverse einer Matrix mit dem folgenden Algorithmus berechnen:
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Der Invertierungsalgorithmus angewendet auf eine quadratische Matrix A hat folgende

Schritte:

¢ Schreibe die Matrix A und die Einheitsmatrix derselben Grofe nebeneinander.

o Fiihre den Gauss-Jordan Algorithmus auf A aus, und fiithre dieselben Zeilenumformungen
auf der Einheitsmatrix daneben aus.

o Wenn die reduzierte ZSF der Matrix A die Einheitsmatrix ist, dann ist die Matrix, die nun
rechts daneben steht, die Inverse A~!.

Wir werden beweisen miissen, dass wir wirklich immer die inverse Matrix erhalten. Aber wir schau-
en uns zuerst ein paar Beispiele an.

1 2 3
Beispiel 6.20: Wir berechnen die Inverse von A= |2 5 3 |.
1 0 8
2 3 1 0 0
2 5 3 010
1 0 8 0 0 1
1 2 3 1 00
IT— 21,111 — I
0 1 =3 -2 1 0
0 -2 5 -1 0 1
1 2 3 1 00
ITT + 211
0 -3 -2 1 0
0 0 —1 -5 2 1
1 2 3 1 0
(=1)-1II
01 -3 -2 1 0
0 0 1 5 =2 -1
1 20 -14 6 3
IT + 3111, 1 — 3I1I
0 1 0 13 -5 -3
0 0 1 5 -2 -1
1 —40 1
I oIl 0 0 0 16 9
0 1 0 13 -5 -3
0 0 1 5 -2 -1
—40 16 9
Alsoist A=t =] 13 -5 =3|.
5 -2 -1

Wir sollten immer die Probe machen: man verrechnet sich sehr leicht, und die Probe kann
dies aufzeigen. Das Produkt AA~" sollte uns I geben:

1 2 3\ /-40 16 9 —40+26+15 16—-10—-6 9-6-3 1 00
2 5 3 13 -5 -3|=]-80+65+15 32-25—-6 18—-15—-3|=1]0 1 O
1 0 8 5 -2 -1 —40 + 40 16 — 16 9-38 0 0 1

Also ist unsere inverse Matrix korrekt.

Ubung 6.21: Benutzen Sie den Invertierungsalgorithmus, um A = (é

N O
O

) ) zu invertieren.

Sie kénnen dazu den Invertierungsrechner benutzen.
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Wir wissen via Resultate {iber die Anzahl von Losungen von LGS, dass bei einer invertierbaren
Matrix die Einheitsmatrix als reduzierte ZSF herauskommen muss. Aber warum ist die Matrix auf
der rechten Seite dann die Inverse?

Unser Weg, dies zu zeigen, verbindet elementare Zeilenumformungen mit bestimmten Matrizen,
die wir spater auch noch mal brauchen werden.

Definition 6.22: Es gibt drei Typen von Elementarmatrizen, die den elemenentaren Zei-
lenumformungen entsprechen.

o Eine Diagonalmatrix M;(A\) mit Einsen auf der Diagonale, bis auf ein A # 0 in der iten
Zeile, erzeugt von der Einheitsmatrix durch Multiplikation der iten Zeile mit .

o Eine Matrix T;; mit Einsen auf der Diagonalen und sonst Nullen, bis auf eine 1 in der 7ten
Zeile in Spalte j statt auf der Diagonalen, und eine 1 in der jten Zeile in Spalte ¢ statt auf
der Diagonalen, erzeugt von der Einheitsmatrix durch den Tausch der Zeilen ¢ und j.

o Eine Matrix A;;(\) mit Einsen auf der Diagonalen und zusétzlich einem XA an Stelle 7, j, und
sonst Nullen, erzeugt von der Einheitsmatrix durch Addition von A mal Zeile j zu Zeile i.

oo @ oo @ oo @ 10 00
1 00 -
c 0 - 0 10 0 - 1 A oo @
MZ(A) = 0 A o1, Tij = s A” ()\) oo
el D oo oo @ oo @ 0 0 i 0
O 00 i O 00 1

Proposition 6.23: Die Multiplikation einer Matriz von links mit einer Elmentarmatriz hat
den Effekt der dazugehdrigen elementaren Zeilenumformung.

BeEwEIS. Lassen wir aus. Sie konnen dies bei 2 x 2 oder 3 x 3-Matrizen ausprobieren, um sich
zu tiberzeugen. Interessierte kann ich mit einer Aufgabe versorgen, die dies (mit Hinweisen) formal
zeigt. |

100 0 1 0 100 a b c
Beispiel 6.24: Seien £y = |0 1 0)|,E2=|1 0 O0|,E5=10 1 0|, A=1|d e f
0 0 2 0 0 1 4 0 1 g h i
1, Fo, Fs3 sind Elementarmatrizen, und wir haben
a b ¢ d e f a b c
EiA=1d e f|, EA=]a b c|, E3sA= d e f
29 2h 2 g h 1 g+4a h+4b i+4c

Dies bedeutet, wenn wir die elementaren Zeilenumformungen im Invertierungsalgorithmus machen,
dann multiplizieren wir sowohl A also auch I sukzessive mit Elementarmatrizen von links.

AlT

—> E1A | Ell

—> E2E1A | E2E1]
Do)

—> EkE2E1A|EkE2E1]

Wenn wir fertig sind, haben wir (Ej - -- E2E1)A = I links, also ist das Produkt Ej --- E2E; = B
der Elementarmatrizen ein guter Kandidat fiir die Inverse A~!. Und genau diese Matrix steht
rechts: E}, --- Ex 11 = B.
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Um zu beweisen, dass dieses B wirklich die Inverse von A ist, miissen wir entweder einen Weg
finden, die andere Reihenfolge AB auszurechnen ( dies muss auch I ergeben), oder einen anderen
Weg finden, dies zu zeigen.

Lemma 6.25: Alle Elementarmatrizen sind invertierbar.

BEWEIS. Die Inverse einer Elementarmatrix ist die Elementarmatrix, die zur zugehdorigen in-
versen Zeilenumformung gehort.

M;(\)~! = My(ATh) teile Zeile i durch A (A # 0)
Tgl =T;j selbst-invers: tausche die Zeilen zuriick
Aii(N) = A (=) subtrahiere A mal Zeile j von Zeile i O

Nun kénnen wir zeigen

Proposition 6.26: (Invertierungsalgorithmus funktioniert)
Wenn die reduzierte ZSF von A die Einheitsmatriz I ist, dann produziert der Invertierungs-
algorithmus wirklich die inverse Matriz von A.

BEWEIS. Der Invertierungsalgorithmus produziert eine Matrix B = Ej --- FoFy mit BA =
I. Da jede Elementarmatrix invertierbar ist (Lemma 6.25) und das Produkt von invertierbaren
Matrizen invertierbar ist (Prop. 6.12, ,Socken und Schuhe), ist die Matrix B invertierbar mit
B~ = E{'Ey' - B ', und daher haben wir

BA=1 = B 'BA=B"'1 = A=B"1' = A1'=B da(B ') '=B.

Also ist wirklich A=! = Ej - - E;E;, welches die Matrix auf der rechten Seite am Ende des Algo-
rithmuses ist. 0

Nun haben wir einige Bedingungen, die uns sagen, ob A invertierbar ist.

Theorem 6.27: (Invertierbarkeitsbedingungen)
Fiir eine quadratische Matriz A sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) Ker A = {0}.
(#i) Az = 0 hat nur die triviale Lésung x = 0.
(iv) Die reduzierte ZSF von A ist die Finheitsmatriz I.
(v) A ist das Produkt von Elementarmatrizen.

BeEWEIS. Da (ii) und (iii) die gleiche Aussage, nur anders formuliert sind, beweisen wir (nur)
den Zykelschluss (i) =>(iii)=>(iv) =(v)=>(i). Sei A eine n x n-Matrix.
o (i) =(iii): Dies war Prop. 6.18: wenn A invertierbar ist, dann gilt

Az =0 < A MAz=A4A"0 < =z=0,

weil jede Matrix mal den Nullvektor gleich dem Nullvektor ist.

o (ili) =(iv): Wenn Az = 0 nur die triviale Losung hat, dann zeigt der Beweis von Prop. 3.27
(Losungen eines homogenen LGS), dass die reduzierte ZSF von A n fiihrende Einsen hat. Da A
auch n Zeilen hat, ist die red. ZSF also I,,.

o (iv) =(v): Der Invertierungsalgorithmus (oder Gauss-Jordan) produziert Ej --- E;Eq1 A als die
reduzierte ZSF von A. Wenn dies die Einheitsmatrix ist, dann ist Ey --- EoE1 A = I, und daher
A = E{'Ey'---E_', da alle Elementarmatrizen invertierbar sind (Lemma 6.25). Die Inverse
einer Elementarmatrix ist wieder eine Elementarmatrix, also ist A das Produkt von Elementar-
matrizen.

o (v)=>(i): Wenn A das Produkt von Elementarmatrizen ist, dann ist A invertierbar: das Produkt
invertierbarer Matrizen ist invertierbar (Prop. 6.12, ,Socken und Schuhe®). g
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1 6 4
Ubung 6.28:Ist A = | 2 4 —1 | invertierbar? Berechnen Sie die reduzierte ZSF um
-1 2 5

dies zu iiberpriifen.

Nun koénnen wir recht leicht zeigen:

Proposition 6.29: (Zwei fiir eins fiir invertierbare Matrizen)
Wenn A und B zwei n x n-Matrizen mit BA = I,, sind, dann sind A und B invertierbar und
zueinander invers.

Wir brauchen also nicht noch zusétzlich AB = I,,, wie in der Definition gefordert wird.

BEWEIS. Angenommen Av = 0 fiir ein v € R”. Wir wollen zeigen, dass dann v = 0, damit A
eine der Invertierbarkeitsbedingungen (Theorem 6.27) erfiillt.
Wir haben B(Av) = B0 = 0, aber auch (BA)v = I,v = v, also ist v = 0. Daher ist Ker A = {0},
und A ist invertierbar.
Da A~! existiert, gibt Multiplikation von BA = I,, mit A~! von rechts sofort B = A~!. Daraus
folgt auch direkt B~ = A, da (A~1)~! = A. O

Ubung 6.30: Benuzten Sie ,zwei fiir eins fiir invertierbare Matrizen®, um zu zeigen:

Wenn ein Produkt AB von zwei n x n-Matrizen A und B invertierbar ist, dann sind sowohl
A als auch B separat invertierbar.

Das konnen wir spéter auch noch mal anders beweisen, aber hier gibt es auch schon eine
Moglichkeit.

Wir notieren auch die Auswirkungen, die eine invertierbare Matrix auf ein LGS hat.

Theorem 6.31: (Invertierbares LGS)
Fiir eine quadratische Matriz A sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(i) Das homogene LGS Ax = 0 hat nur die triviale Lésung v = 0.
(iii) Das inhomogene LGS Ax = b ist fiir jedes b € R™ losbar.
(iv) das inhomogene LGS Ax = b hat fiir jedes b € R™ genau eine Lisung.

BEWEIS. Wir haben schon (i) < (ii) bewiesen. Wir zeigen nun (i) =(iv) =(iii) =(i).
o (i) =(iv): Dies ist Proposition 6.18:
Ar=b = A 'Az=A""
gibt eindeutige Losung x = A~ 1b.

o (iv) =(iii): Wenn das LGS Az = b eine eindeutige Losung hat, dann ist es 16sbar.
o (iii))=(1): Wir bauen eine Inverse fiir A aus Losungen von verschiedenen inhomogenen LGS

Az = b: Seien x1, x3,...,x, Losungen zu den LGS Az = e, Ax = ey, ..., Az = e,. Sei
1 1 T
B=|xy - =z -+ z, |die Matrix mit diesen Losungen als Spalten. Dann ist
! ! !
T T 1 T 1 1
AB=|Axy -+ Axp - Az, |=ler -+ e - en|=1In.
! ! ! ! ! !

Also folgt aus ,zwei fiir eins fiir invertierbare Matrizen“ (Prop. 6.29), dass A invertierbar ist. O
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN MOVITATION FUR DETERMINANTEN

C. Inverse Matrizen: Study guide

Konzeptiibersicht.

¢ Inverse Matrix

Invertierbare und singuldre Matrizen

Inverse einer 2 x 2-Matrix

Eindeutigkeit der Inversen

Inverse Matrixabbildung

Inverse einer Inversen, Inverse einer Transponierten, Inverse eines Produkts
Matrizen mit Nullspalten oder Nullzeilen nicht invertierbar
Invertierungsalgorithmus

Elementarmatrizen und deren Eigenschaften
Invertierbarkeitsbedingungen

Zwei fiir Eins fiir invertierbare Matrizen

Invertierbare LGS

Skills.

o Inverse einer 2 x 2-Matrix finden

¢ Leichte Eigenschaften von Inversen mit Hilfe der Definition und Eindeutigkeit beweisen
¢ Inverse Matrix mit Invertierungsalgorithmus berechnen

o LGS mit Hilfe einer inversen Matrix losen

[ R R I VIR I O R IR R

<

D. Movitation fiir Determinanten

b
Wir haben gesehen, dass eine 2 x 2-Matrix “ d invertierbar ist genau dann wenn ad — bc # 0.
c

Dies ist eine niitzliche Bedingung, die wir auch auf n x n-Matrizen ausweiten wollen.

Definition 6.32: Die Determinante einer 2 x 2-Matrix A = (a
c

Z) ist det A = ad — be.

Beispiele 6.33:

o det L4 =3-32=-29 o det [ =21 o det @ b = 2ab—2ab=0
8 3 0 3 2a 2b

Die Determinante wird uns iiber Invertierbarkeit Auskunft geben, aber sie hat auch eine geome-
trische Bedeutung.

0 1 1 0
Fakt 6.34: Betrachten Sie das Quadrat mit Ecken o) \o) <1> , <1> Dies hat Flachen-

inhalt 1. Wenn wir das Quadrat mit einer Matrixabbildung f4 transformieren, dann hat das re-
sultierende Viereck Fliacheninhalt det A. Eine negative Determinante signalisiert hier, dass die
Orientierung der Ecken umgekehrt wurde.
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN

MOVITATION FUR DETERMINANTEN

Beispiele 6.35:

A (cos(&) — sin(h)
sin(f)  cos(0)

Die Vektoren

(b)6)-6)-C)

gehen auf

> hat det A = cos?() + sin?(0) = 1.

<0> (cos(0)> <Cos(9)—sin(0)> (—Sin(0)>'
0/ \sin(@) )" \sin(@) +cos(d) )" \ cos(6)

Dies ist eine Drehung um Winkel 6.

(cos(n‘)) — sin(0)
sin(6) + cos(d)
(0

1

0.5

-0.5 0 (0) 0.5 1] 15
0 0

-0.5

— sin(6,
cos(0)

Sie konnen in GeoGebra den Winkel &ndern und sehen, was passiert.

3 0

A= hat det A = 12. Diese Abbildung streckt

alles in z-Richtung um Faktor 3 und alles in y-Richtung
um Faktor 4, also landet das Einheitsquadrat auf

o) 0)- C)- ()

ein Rechteck mit Flicheninhalt 12.

3 0

0 -2
Dies entspricht der Umkehrung der Orientierung der
Eckpunkte.

A= hat negative Determinante det A = —6.

A= ist eine Scherung: det A = 1: Das Quadrat

wird in ein flichengleiches Parallelogramm verwandelt.
Sie kénnen sich vorstellen, dass das Quadrat die Vorder-
seite eines Stapels aus vielen waagerechten Seiten Papier
ist, die dann seitlich verrutschen.

Die 2 x 2-Determinante hat folgende Eigenschaften:

Formel 6.36: (Eigenschaften der 2 x 2-Determinante)

) det e b)—rad—rcb—rdet (a b),
c d

) det <a+x b = (a+x)d—b(c+z) = ad—bc+xd—bz = det
c+z
b a
det( )—bc—ad— (ad—bc)=—det<
d c
) det (1 0
0 1

a

c

)
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN ENTWICKELN

Wir wollen jetzt die Determinante einer n x n-Matrix definieren, sodass A invertierbar ist genau
dann wenn die Determinante ungleich Null ist. Sie soll auch die selben Eigenschaften haben, die
wir gerade aufgeschrieben haben.

E. Determinanten via Entwicklung in Zeile oder Spalte

Definition 6.37: (Entwicklung in der ersten Zeile) Sei A = (a;;) eine n x n-Matrix,
n = 2. Die Determinante von A ist definiert als

det A = Z ay;(—1)+ det(;hj),

Jj=1

wobei ﬁij die Matrix ist, die aus A durch L&schen der i-ten Zeile und der j-ten Spalten
entsteht. R R

Die Determinante der Matrix A;; heift Minor des Eintrags a;;, und (—1)**7 det(A4;;) heifit
Kofaktor des Eintrags a;.

Mathematiker benutzen so einen Hut oft, wenn etwas ausgelassen wird. In A;; lassen wir Zeile i
und Spalte j aus.

Bemerkung 6.38: Wir haben hier die Determinante rekursiv definiert. Um die Determinante einer
3 x 3-Matrix zu definieren, brauchen wir schon die Determinante einer 2 x 2-Matrix, die wir oben
definiert haben. Und die Determinante einer n x n-Matrix benétigt in dieser Definition wiederum
die Determinante einer n — 1 x n — 1-Matrix.

Notation 6.39: Wenn wir die Eintrige einer Matrix explizit ausschreiben, dann benutzen wir oft
»gerade Klammern“ zur Kennzeichnung der Determinante:

a b ¢ a b ¢ ailr - Qln a1 - QGln
det |d e f|l=|d e f det =
g h i g h 1 ani -+ Gpn Ani '+ Gpn

A Wir benutzen diese Notation nicht, wenn die Matrix einen Variablennamen hat! Wir schreiben
nur det A, nicht |A].

Beispiel 6.40: In Grofie 3 x 3 haben wir

a b c
d d
d e floa-|® Tlop | Tlyel]? c
. h 1 g 1 g h
g h 1
1 5 0
Beispiel 6.41: Sei A= |2 4 —1|. Dann ist
0 -2 0
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN ENTWICKELN

und

detA ( 1)1+ja1j detﬁlj

Il
MOJ

1
1)1+1 a1 detA11 +( 1)1+2 ai12 detA\lg + (71)1+3 ais det/Ahg

/—\ <.
Il

D N <~ = N~ =~
=1 =1 =—1 =5 =1 =0
4 -1 2 -1 2 4
=1-1- +(=1)-5- +1-0-
-2 0 0 0 0 -2

——2-5.04+0=—-2.

Statt in der ersten Zeile kénnen wir auch in einer beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln.

Proposition 6.42: (Entwicklungsformeln)
Sei A = (ai;) eine n x n-Matriz, n > 2. Dann ist

det A = Z 1) a,; det( i) fir jedes i (in Zeile i entwickeln)

(=1)*ay; det(A; ;) fir jedes j (in Spalte j entwickeln)

I
. .
M: I

i=1

BEWEIS. Lassen wir hier aus. Dies kommt von einer anderen Definition der Determinante,
die Permutationen und Vorzeichen von Permutationen benutzt. Dazu miissten wir etwas mehr
Gruppentheorie machen, als wir Zeit haben. O

Slogan: Die Determinante von A ist eine ,alternierende” Summe von allen méglichen Produkten,
in denen je ein Eintrag jeder Zeile und ein Eintrag jeder Spalte multipliziert wird.

1 5 0
Beispiel 6.43: Berechne die Determinante von A = |2 4 —1 | durch Entwicklung in
0 -2 0
der 3ten Spalte:
2 4 1 5 15
det A = 3.0 +(—1)2F . (-1) +(-1)*3.0
Y I B G ey U W E G VR T

= -2

Wir sehen also, dass diese Methode sehr hilfreich sein kann, wenn wir eine Zeile oder Spalte mit

vielen Nulleintrigen wéhlen.
Proposition 6.44: Wenn A eine Nullspalte oder Nullzeile enthdlt, dann ist det A = 0.

BewEIs. Entwickle in der Nullzeile oder -spalte. O

Die Entwicklungsformeln geben uns auch eine schéne Formel zur Berechnung einer 3 x3-Determinante.

Formel 6.45: (Gartenzaunregel fiir 3 x 3-Matrizen)

ail a2 ais
det | ag1r  ase  aos | = a11a22a33 + A12G23G31 + A13021032 — G13022031 — A12021033 — A11023032

a31 asz2 as3
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN EIGENSCHAFTEN DER DETERMINANTE

Ubung 6.46: Verifizieren Sie diese Formel, indem Sie in der erste Zeile entwicklen.

a1 a2 a3\ a1 a2

» a G21 QG2 a3 | G321 (22

( 1 12) Ga31 a4z agz/ az1 432
21 22

ABBILDUNG 1. ,Gartenzaunregel” fiir 2 x 2 und 3 x 3 Determinanten.

A\ Vorsicht! Diese einfache Regel funktioniert nur fiir 2 x 2 und 3 x 3-Matrices. Fiir grofere Matrizen
gibt es keine solch einfache Regel.

F. Eigenschaften der Determinante

Da wir entlang Zeilen oder Spalten entwickeln kénnen, &ndert Transponieren die Determinante der
Matrix nicht:

Proposition 6.47: (Determinante der Transponierten)
Sei Ae M, . Dann ist
det AT = det A

BEWEIS. Entwicklung von det A7 in Zeile 1 gibt das selbe Ergebnis wie Entwicklung von det A
Spalte 1. Fiir 2 x 2-Determinanten gilt die Eigenschaft, weil ad — bc = ad — cb. ]

Nun koénnen wir zeigen, dass die Eigenschaften, die wir fiir 2 x 2-Determinanten berechnet haben,
auch fiir die Determinante einer n x n-Matrix gelten:

Proposition 6.48: (Eigenschaften der Determinante)
Seien ay,...,a, und by Spalten von n x n-Matrizen (also Vektoren aus R™), und af,...,al,
und b), Zeilen von n x n-Matrizen. Dann gilt

(i) Man kann einen Skalar aus einer Zeile oder Spalte herausziehen.:
1 1 1 1 1 1
det<a1 o Xag o an> = )\det(af Ulk aln) und

Y 4 }

«— all — «— all —
det| < Aaj, — | = Adet| < aj, —

«— a'/" — «— a'/n —

(ii) Die Determinante ist linear in Zeilen und Spalten:

1 1 T 1 1 1 1 1 1
det<a1 o aptby an) = det(m ag e an) + det<a1 o b e an> und
4 U g b ! 4 ! 4 b

«— all — «— a’l — «— all —
det | « aj+b, > | =det| < af — [+ det| < v} -
(i4i) Der Tausch von zwei Zeilen oder zwei Spalten erzeugt ein Minus:
1 1 1 1 1 1 1 1
det(al ceag eag e an) = —det(m weap e ap an> und
Y Y ! Y Y ! Y !
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN EIGENSCHAFTEN DER DETERMINANTE

«— a,/l — «— a,ll —
'/ !
— ap — — a —
det ; = —det
«— a; — «— a,;c —

«— aln — <« a’n —
(iv) FEine Matriz mit zwei gleichen Spalten oder Zeilen hat Determinante 0:

<—a/1—>

“«— a;c —
1 1 T 1
det(a1 g e ag an) =0 und det 0 =0
J U d 4

<—a;€—>

«— a'n —
(v) Das Addieren eines Vielfachen einer Spalte oder Zeile zu einer anderen dndert die De-
terminante nicht:

toot 1 Pt
det ay - ap+Aag - ap - an = det(m v @ e ag e a”) Und
l l J { i !

! !
«— a/l — «— a/l —
«— aj+Aa; — — aj —
det d = det
'/ '/
«— a; — — a —

’7
“«— a — < a, —

(vi) detI,, = 1.

BEweEls. (i) Man kann dies durch Induktion zeigen, oder indem man in der richtigen Zeile
oder Spalte entwickelt.

. 1 1 1 1 1 ) ..
Seien A = (all alk aln) und B = (all /\ffk- af)’ also b, = Aag firi =1,...,n.

Entwicklung in Spalte k gibt:

det B = Y (=1)%*%b;;, det(Bj,)

-

Il
—

?

(71)k+i>\aik det(/Alzk)

Il

«
Il
—

A

[N

et A.

Fiir Zeilen folgt dies aus det AT = det A, Proposition 6.47.

(ii) Ubung. Entwickeln Sie in Spalte/Zeile k.

(iii) Ubung . Man kann dies durch Induktion und Entwicklung in einer nicht getauschten Zeile
oder Spalte zeigen.

(iv) Folgt aus (iii): Wenn zwei Spalten gleich sind, bekommen wir durch Spaltentausch ein Minus,
aber haben gleichzeitig immer noch dieselbe Matrix.

(v) Kombiniere (i), (ii) und (iv).

(vi) Wir berechnen die Determinante der Einheitsmatrix durch Entwicklung in der ersten Zeile:

det I, = (=)' (Dypdet Ty + Y (=)' (1)1 (1)1
N~ j=2 ~~—
=1 =

=1~det[n_1=...=det12=1. O
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN DET VIA ZEILENUMFORMUNGEN

A\ Vorsicht: Im Allgemeinen ist die Determinante einer Summe /\ nicht die Summe der Determi-

nanten:
A 1 2 B- -1 -2
0 1 2 -1

haben Determinanten det A = 1,det B = 5, sodass det A + det B = 6, aber
A+B= 00
20
hat Determinante det(A + B) = 0 = 6.

Proposition 6.49: (Determinante einer oberen Dreiecksmatrix)
Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonaleintrige.

ail * *
0
= a11a22 ...0npn
*
0 0 anpn

Ebenso fiir untere Dreiecksmatrizen.

BEWEIS. Wir entwickeln immer wieder entlang der ersten Spalte:

asze ¥ ... %

det A = a1 det 0 ’ ’ = ...=011022 -..0nn- O
X ok
0 ... 0 apn

Ubung 6.50: Berechnen Sie folgende einfithrenden Determinanten in Numbas.

Entwicklung entlang einer Zeile oder Spalte ist nur sinnvoll, wenn es viele Nullen gibt.

G. Determinante via Zeilenumformungen

Wir lernen nun, wie man Determinanten durch Umformung in eine obere Dreiecksmatrix berechnen
kann. Dies ist iiblicherweise ein weniger rechen-intensiver Weg als Entwicklen und eignet sich
deshalb auch fiir grofse Matrizen.

Proposition 6.51: (Determinanten der Elementarmatrizen)
Wir haben det(M; (X)) = A, det(T;;) = —1, det(A;;(N\) = 1.

Beweis. Folgt direkt aus Proposition 6.48, Eigenschaften der Determinante. (|
Visuell:
1o 0 00 10 00
1 -0 -0 . ..
0 0 10 0 o 1o A 0
det] 0 - A0 ]=A det =-1 det| : - =1
.- 0 i 0 - 0 0 0 i 0
0 01
0001 0 0 0 1

Insbesondere haben alle Elementarmatrizen eine von Null verschiedene Determinante.
Mit Hilfe dieser Elementarmatrizen kénnen wir nun einige Teile von Proposition 6.48 etwas um-
formulieren:

LAAG Seite 97 erstellt von Julia Goedecke, 2024


https://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~jugo878d/Numbas/EinfuehrendeDeterminanten/

KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN DET EINES PRODUKTS

Proposition 6.52: (Determinante erhilt Produkt mit Elementarmatrizen.)
Sei E eine Elemenatmatriz, und A eine n x n-Matriz. Dann gilt det(EA) = det E det A.

BeEwEIis. Das Multiplizieren mit E von links hat den Effekt, auf A die dazugehorige elementare
Zeilenumformung auszufithren (Prop. 6.23), und wir kennen den Effekt dieser Zeilenumformungen
auf die Determinante:

(i) Wenn E = M;()) eine Zeile mit A € R, A # 0 multipliziert, dann ist
Adet A = det(EA) = det E det A.
(i) Wenn E = T;; zwei Zeilen tauscht, dann ist
—det A = det(FA) = det Edet A.
(iii) Wenn E = A;;(\) ein Vielfaches einer Zeile auf eine andere addiert, dann ist

det A = det(EA) = det E'det A. O

Wir sehen: wenn wir nur elementare Zeilenoperationen ausfithren, haben wir Kontrolle iiber die
Determinante. Daher kénnen wir Schritte dhnlich zum Gauss-Algorithmus benutzen, um die De-
terminante einer Matrix zu berechnen.

Beispiel 6.53: Wir benutzen Zeilenumformungen, um det A fiir

0 1 5
A=|[3 -6 9
2 6 1
zu berechnen:
3 -6 9 1 -2 3
det A" o 1 52 300 1 5
2 6 1 2 6 1
1 -2 3 1 -2 3
N2t glo 1 5 M2 3j0 1 5 | = (=3)(=55) = 165
0 10 -5 0 0 -55

Am Ende benutzen wir, dass die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix das Produkt der
Diagonaleintrage ist.

Ubung 6.54: Berechnen Sie 3 x 3-Determinanten in Numbas, und probieren Sie dabei die
verschiedenen Methoden aus.

H. Determinante eines Matrixprodukts

Wir haben gesehen, dass die Formeln fiir die Determinante und die Formel fiir Matrixmultiplikation
beide sehr komplex sind. Das macht die folgende sehr schone Verbindung zwischen diesen beiden
Konzepten extrem unerwartet! Wir werden zeigen, dass fiir n xn-Matrizen A und B gilt: det(AB) =
det Adet B.

Wir wissen aus Proposition 6.52 schon, dass dies gilt, wenn eine der Matrizen eine Elementarmatrix
ist. Mehrfache Anwendung gibt uns:

Korollar 6.55: Wenn E,...,E,. € M,, , Elementarmatrizen sind und B € M,, ,,, dann ist
det(ElEg 000 ETB) = det(El) °00 det(ET) det(B)

Dies benutzen wir in einer der wichtigsten Anwendungen der Determinante:
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN DET EINES PRODUKTS

Theorem 6.56: Fine quadratische Matriz A ist invertierbar genau dann wenn det A # 0.

BEWEIS. Sei R die reduzierte ZSF von A, und Fj,..., E,. die Elementarmatrizen, die R =
Ey...E.A geben. Wegen Korrollar 6.55 haben wir det(R) = det(E1)...det(E,)det(A4). Da die
Determinante von Elementarmatrizen nicht Null ist, sehen wir, dass det R = 0 genau dann wenn
det A = 0.

Wenn A invertierbar ist, dann ist R = I,, und somit det A & 0, weil det I,, = 1 #+ 0.
Andersherum, wenn det A £+ 0 dann ist det R & 0, also kann R keine Nullzeile haben. Da R
quadratisch ist, bedeutet dies R = I,,, und somit ist A invertierbar. ]

Wir kénnen dies also zu unserer Liste von Invertierbarkeitsbedingungen hinzufiigen.

Theorem 6.57: (Invertierbarkeitsbedingungen)
Fir eine quadratische Matriz A sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) Ker A = {0}.
(i) Az = 0 hat nur die triviale Lésung x = 0.
(iv) Die reduzierte ZSF von A ist die Finheitsmatriz I.
(v) A ist das Produkt von Elementarmatrizen.
(vi) det A # 0.

Nun kénnen wir das wichtigeste Resultat iiber Determinanten beweisen:

Theorem 6.58: (Determinante ist multiplikativ)

Wenn A, B e M, ,, dann ist

det(AB) = det(A) det(B) .

BEWEIS. Wir betrachten zwei Fille: ob A invertierbar ist oder nicht.
Wenn AB invertierbar, dann ist A auch intervierbar mit Inverser B(AB)™': A- B(AB)~! = I, was
nach ,zwei fiir eins fiir invertierbare Matrizen* (Prop. 6.29) reicht.
Daraus folgt: wenn A nicht invertierbar, dann ist AB auch nicht invertierbar, also folgt aus Theo-
rem 6.56 det(A) = det(AB) = 0. Dies zeigt das Theorem im Fall A nicht invertierbar.
Sei nun A invertierbar. Dann ist A das Produkt von Elementarmatrizen E,..., E,. Also ist

det(AB) = det(F; ... E.B) = det(E1) ...det(E,) det(B) = det(A) det(B). O
Beispiel 6.59: Mit
A= (Y, p=(1t? wmd A= (2 ),
2 1 5 8 3 14
detA=3-2=1,

det B = —8 — 15 = —23,
det(AB) = 28 — 51 = —23 = det A - det B.

haben wir

Proposition 6.60: Wenn A invertierbar ist, dann gilt
1
~ det A

det(A™1)

BeweEls. Da A~'A = I,, haben wir
det(A™1) det(A) = det(I,) = 1

was das Resultat beweist. O
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KAPITEL 6. INVERSE MATRIZEN UND DETERMINANTEN DETERMINANTEN: STUDY GUIDE

I. Determinanten: Study guide

Konzeptiibersicht.

<

GO0 00

<

Bedeutung der Determinante fiir Invertierbarkeit und Volumen
Determinante einer Matrix

Entwicklungsformeln

Gartenzaunregel und Vorraussetzungen fiir ihre Anwendung
Eigenschaften der Determinante (inklusive Determinante der Transponierten)
Determinante einer obere Dreiecksmatrix

Effekt von elementaren Zeilenumformungen auf die Determinante
Determinanten der drei Typen von Elementarmatrizen
Erweiterte Invertierbarkeitsbedingungen

Determinante eines Matrixprodukts

Determinante der Inversen

Skills.

<

S O 0

SO0 00

Determinante einer quadratischen Matrix via Entwicklung in Zeile oder Spalte berechnen
Determinante einer 2 x 2 oder 3 x 3-Matrix mit Gartenzaunregel berechnen
Determinante einer Matrix mit Nullzeile oder Nullspalte bestimmen

Determinanten von Dreiecksmatrizen (oder Diagonalmatrizen) durch Inspektion bestim-
men

Determinante durch Zeilenumformungen berechnen

Obige Methoden zur Determinantenbestimmung vorteilhaft kombinieren

Mit Hilfe der Determinante die Invertierbarkeit einer Matrix priifen

Determinante eines Matrixprodukts bestimmen

Determinante einer inversen Matrix bestimmen
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KAPITEL 7

Lineare Abbildungen als Matrizen

A. Matrixdarstellung von linearen Abbildungen

Mit der eindeutigen Basisdarstellung (Theorem 4.19) haben wir das Konzept der Koordinatenvekto-
ren definiert, in Kapitel 4 (Lineare Unabhéngigkeit und Basen). Dies kénnen wir benutzen, um eine
beliebige lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen als Matrix darzustellen.

Definition 7.1: Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensonalen Vek-
torrdumen, und seien B: vq,...,v, eine Basis fir V und C: wy,...,w,, eine Basis fir W.
Dann ist die Matrix von f beziiglich Basen B and C (auch Darstellungsmatrix) die
Matrix A, deren Spalten die Bilder der Basisvektoren aus V' sind, jeweils geschrieben als
Koordinatenvektoren beziiglich Basis € von W.

e(f)z = (ef) e(f(w) - e(f(en))

Diese Matrix ist also eine m x n-Matrix.

Lemma 7.2: (Lineare Abbildung als Matrixtransformation)
Fiir eine lineare Abbildung f: V — W und Basen B: vy,...,v, firV und C: wq, ..., wy, fir
W gilt: fiir jedes v eV ist

e(f() = e(f)s - 5().

In Worten: Der Koordinatenvektor von f(v) ist gegeben als Matrix von f mal Koordinatenvektor
von v.

Die Reihenfolge und Position der Basen in der Notation soll helfen: die Basen miissen in der
Notation zusammenpassen.

BEWEIS. Sei v = A\jv1 + -+ + A\,vp, also ist der Koordinatenvektor von v beziiglich Basis B

A

Wegen Linearitit ist dann f(v) = A1 f(v1) + -+ + A f(vn).
Wenn A = ¢(f)s die Matrix von f beziiglich der gegebenen Basen ist, dann ist Spalte k dieser
Matrix der Vektor ar = e¢(f(vx)). Da e(—): W — R™ ein Isomorphismus und insbesondere linear
ist (Beispiele 5.27), ist der Koordinatenvektor von f(v) also

A1

e(f(’l})) = Ale(f(lq)) + e+ )\ne(f(’l)n)) =\Nai + -+ A\pap, = A( ) O
A'IZ

Die Koordinatenvektoren der Basis von V sind
1 0 0 0
9 § . .
s(v)=1|.|=ea s)=[ ])=e - sna)=|;[=en1 3(n)=[;]=en
o 0 0 ?
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KAPITEL 7. LINEARE ABBILDUNGEN ALS MATRIZEN DARSTELLUNGSMATRIZEN

Dies kann Thnen helfen, sich zu merken oder herzuleiten, was die Spalten der Matrix A darstellen:
Da Matrixmultiplikation uns

oo

Aer = Al 7 | = au, die erste Spalte von A,
0
gibt, und ebenso Aey = ag, die kte Spalte von A, sieht man, dass die Spalten der Matrix die Bilder
der Basisvektoren sind.
Hier ist noch ein Diagramm, was die Situation zeigt:

/ f

V—sWw v f(v)
’B()l J/@() ’B(—)l e(—)
R" fa R™ 5(v) TA ~3(v) = e(f(v)

Bemerkung 7.3: Im Fall wenn f: V — V von einem Vektorraum zu sich selbst geht, nehmen
wir {iblicherweise die selbe Basis auf beiden Seiten. Wir schreiben dann manchmal einfach (f)s

statt 5(f)5.
Es gibt aber eine Ausnahme, wenn wir iiber Basiswechselmatrizen sprechen.

Beispiele 7.4: a) Die Identitét id: V' — V wird beziiglich jeder Basis durch die Einheits-
matrix dargestellt, solange wir die selbe Basis fiir Quelle und Ziel wihlen.

b) Die Nullabbildung 0: V' — W wird beziiglich jeder Basen fiir V und W als die Nullma-
trix dargestellt.

c¢) Die Streckung f: R™ — R™ mit f(v) = rv hat Matrix

r 0 0 - 0
0 r o --- 0
5(fls =] =l
0 - 0 r 0
0 -~ 0 0 r

mit r in den Diagonaleintragen und sonst 0. Dies gilt fiir jede Basis von R", solange wir
die selbe Basis fiir Quelle und Ziel wahlen.
d) Die Projektion m: R?> — R mit 7 ((3})) = z1 hat Matrix

e (m)e, = (1 0)

beziiglich Standardbasis €s: e1, es fiir R? und Standardbasis &;: e; = 1 fiir R.

Matrixdarstellung einer linearen Abbildung bestimmen
Sei f: V — W eine lineare Abbildung, vy, ...,v, Basis B fir V und wy,...,w,, Basis C fiir
W. Wir bestimmen die Matrix fiir f beziiglich dieser Basen mit folgenden Schritten:

o Schreibe die Definition

ez = (c(f(0) (@) - e(f(va))

auf, und setze am besten schon die konkreten Vektoren fiir vy,...,v, ein. Dies hilft uns,
damit wir nicht alles im Kopf behalten kénnen. Wir sehen dann, was wir nach und nach
ausrechnen miissen.

o Berechne die Bilder der Basisvektoren:

flor)=..., flva)=..., -, flon)=...

Also wende die Funktionsvorschrift von f auf die gegebenen Basisvektoren von V' an.
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¢ Bestimme die Koordinatenvektoren der gerade berechneten Bilder. Also finde Ay, ..., A\,
sodass f(v1) = Awy + Aows + -+ + AWy, durch Losen eines inhomogenen LGS (mit
Gauss-Jordan, wenn die Antwort nicht offensichtlich ist). Wiederhole fiir alle f(v;).

Tipp: Man kann mit Gauss-Jordan alle gleichzeitig berechnen, indem man mehrere Erwei-
terungen an das selbe LGS héngt.

M

o Dies gibt die Koordinatenvektoren e(f(v1)) = - |, und so weiter. Fasse diese in der

Am
Matrix zusammen:

ez = () e(f(@) - e(fn)).

Beispiel 7.5: Sei f: R? — R? die Abbildung mit

() = rm).

Beziiglich Standardbasen fiir R? und R? ist die Matrix

11 0
A=¢,(fles =
WDea= {1 5
Z1
1 1 0 1 + 22
Probe: To | =
1 0 -1 r1 — I3
Z3

Wir bestimmen die Matrix beziiglich der Basen B: vy = |1 |,va = | 1|,v3 = | 0 [ fiir R?

1 1
und@:w1=<>,w2=<)fﬁrR2.
1 2

U e (D) L) L)

Also berechnen wir erst

() -® (-0 (@)-0

Nun finden wir die Koordinatenvektoren beziiglich Basis € indem wir drei inhomogene LGS

gleichzeitig 16sen:
1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0

(ii

B0 = ()

(=00 = 0)-C)
L ) ()

4 3 1
(4]

2
0

2
1

2
-2

2
-1

4
—2

3
-1

Also ist
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KAPITEL 7. LINEARE ABBILDUNGEN ALS MATRIZEN DARSTELLUNGSMATRIZEN

Die Probe ist hier nicht so leicht wie die Probe fiir eine Matrix in Standardbasis. Die Zeilen, in
denen wir die Bildvektoren als Linearkombination der Basis des Ziels schreiben kann unsere
Probe sein, oder:

Warum gibt diese Matrix die selbe lineare Abbildung? Wir miissen hier Koordinatenvektoren
beziiglich der neuen Basen betrachten:

X1 1 1 1 x1 x3
xo |=x3 | 1|+ (xa—x3) | 1|+ (x1 —22) | 0 = |z |=|22—23
x3 1 0 0 x3 T1 — x2

B

xI1 T3
4 3 1 Azy + 3(2s — _
= Fl| = ( ) Zo— 23 | = ( x5 + 3(x2 — 3) + (11 x2)>

-2 =1 0 —2.133 — (.Z‘z - 1‘3)

T3 Tl — T2

[T + 29 + T3
—T2 — I3
o 1 1 +
x x
= f T2 = (Il + 2x9 + Ig) + (7",52 — mg) = ! 2
1 2 1 — X3
T3

Beispiel 7.6: Aus Zeitgriinden nicht in VL, hier als Angebot, falls diese Fragen aufkommen.

Um zu sehen, warum wir bei einer linearen Abbildung f: V — V auf beiden Seiten die

selbe Basis haben wollen, betrachten wir die Streckung f(v) = 3v auf R3. Die Matrix fiir f
beziiglich Standardbasis ist

3 0 0

A:83(f)£3: 0 3 0[|=3l,

0 0 3

was sehr offensichtlich aussieht wie ,Multiplikation mit 3“. Wenn wir statt dessen Basis

B:wv = (%),’Ug = (%),Ug = (é) auf beiden Seiten nehmen, hat f wieder die Matrix

300
A=g(f)lz=|0 3 0]|=3I,
00 3

weil f(v1) = 3v1, usw. Aber wenn wir die Matrix fiir f beziiglich Basis B fiir die Quelle und
Standardbasis fiir das Ziel bestimmen, bekommen wir

o W ow
o O w

weil f(v) = (g), flue) = (%) und f(v3) = (§). Diese Matrix ist nicht so niitzlich, weil
wir hier nicht sehen, dass f einfach ,Multiplikation mit 3* ist.
Wir kénnen sogar die Matrix
100
D=10 1 0
0 0 1

bekommen, wenn wir die Standardbasis fiir die Quelle und jeweils 3 mal die Standardbasis-
vektoren fiir das Ziel nehmen. Das sagt uns nicht, was die Abbildung tut, nur, dass sie ein
Isomorphismus ist.

LAAG Seite 104 erstellt von Julia Goedecke, 2024



KAPITEL 7. LINEARE ABBILDUNGEN ALS MATRIZEN DARSTELLUNGSMATRIZEN

Das ist der Grund, warum wir fiir eine Abbildung f: V — V (fast immer) die selbe Basis
fiir Quelle und Ziel benutzen wollen.

Ubung 7.7: Uben Sie in Numbas:

o Matrix einer linearen Abbildung beziiglich Standardbasis finden (einfiihrend)

o Matrix einer linearen Abbildung R? — R? finden (schéne Basen)

© Matrix einer linearen Abbildung finden (etwas mehr randomisiert)

© Matrix einer linearen Abbildung finden, die durch Bilder einer Basis gegeben ist

Proposition 7.8: (Matrix einer Komposition ist Produkt der Matrizen.)

Wenn f: U — V und g: V —> W linear sind und By, Bo, B3 Basen fiir U,V,W, dann gilt:
'Bs(gof)'31 = 33(9)32 'Bz(f)31

In Worten: Komposition von linearen Abbildungen entspricht Matrixmultiplikation der Darstel-
lungsmatrizen. (Die Position der Basen ist wieder hilfreich, um zu sehen, wann ich die Darstel-
lungsmatrizen so multiplizieren kann.)

BEWEIS. Wir benutzen die Definition der Darstellungsmatrix.

Ubung: Beweisen Sie dies selbst (beste Lernmdglichkeit, die Bedeutung der Definition zu
durchdenken), oder lesen Sie den Beweis unten mit der Selsterklarungsmethode.

Seien uq,...,u; die Vektoren in der Basis By fiir U. Als Kurzform schreiben wir A = 5,(f)s,,
B = 3,(9)8, und C = 5,(gof)s,. Wir wollen also zeigen, dass C = BA.

Spalte k der Matrix C' = ¢,(gof)s, ist ¢k = 5,(g(f(ux))), nach Definition der Darstellungsmatrix,
Def. 7.1.

Spalte k des Matrixprodukts BA ist Bay, B mal Spalte k von A (siehe Definition der Matrixmulti-
plikation, Def. 1.45). Da a, = 5, (f(ug)) (nach Definition der Darstellungsmatrix, Def. 7.1), und B
die Matrix der Abbildung g ist, folgt Bay = ,(9)5, -5, (f(ur)) = 8,(g(f(ux))), nach Lemma 7.2.
Also ist die kte Spalte von C gleich der kten Spalte von BA. Da k beliebig war, folgt C = BA. O

Proposition 7.9: (Isomorphismen haben invertierbare Matrizen.)
Sei f: V. — W linear und B eine Basis fiir V, C eine Basis fiir W. Die Abbildung f ist ein
Isomorphismus genau dann wenn die Matriz o(f)s invertierbar ist. In diesem Fall ist

s(f e ="(elf)s) "

Bewgis. Ubung.
Eine Richtung ist leicht: wenn f Isomorphismus, dann ist die Matrix von f invertierbar (zeigen Sie
dies unter Verwendung von ,Matrix einer Komposition ist Produkt der Matrizen®, Prop 7.8).
Die andere Richtung ist schwerer: Wenn die Matrix A = ¢(f)s invertierbar ist, dann miissen wir
aus der Matrix A~! eine Abbildung g: W — V basteln, und zeigen, dass ¢ die inverse Abbildung
zu f ist.
Alternativ konnen wir einen Zusammenhang zwischen Ker f und Ker A einerseits und Im f und
SR(A) = Im f4 andererseits herstellen, und die Dimensionsformel benutzen, um zu zeigen, dass f
bijektiv und somit ein Isomorphismus ist (ohne die inverse Abbildung anzugeben).
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KAPITEL 7. LINEARE ABBILDUNGEN ALS MATRIZEN BASISWECHSEL

Hier ist ein zusammenfassendes Diagramm:

idv idW
m m
V—— W ——V und W——sV ——>W
‘B(_)l le(—) l%(—) e(—) lfs(—) e(-)
R" —— R" —— R" R" —— R” —— R"
A A1 A1 A
\/ \/ -
I’VL I”'L

B. Basiswechsel

Wir betrachten jetzt, wie man zwischen Koordinatenvektoren beziiglich verschiedener Basen wech-
seln kann.

Definition 7.10: Sei V endlich-dimensional, und seien B; und B, Basen von V. Die Matrix
der Identitdt id: V' — V beziiglich B, fir die Quelle und B; fiir das Ziel,

P = '32P31 = Bs (id)31

Bo—Bq

heifst Basiswechselmatrix oder Transformationsmatrix von Basis By zu Basis Bs.

Somit ist die Basiswechselmatrix automatisch invertierbar, weil die Identitit ein Isomorphismus
ist (vergleiche ,Isomorphismen haben invertierbare Matrizen“, Prop. 7.9).

Wir definieren diese Basiswechselmatrizen, weil wir durch Multiplikation mit solch einer Matrix
die betreffenden Koordinatenvektoren ineinander iiberfithren kénnen:

Proposition 7.11: (Basiswechsel)
Sei V' endlich-dimensional, und seien By und Bo Basen von V. Dann gilt fir jedes ve V:

Ba (’U) = 'B2P3131(v)'

BEWEIS. Wir benutzen Lemma 7.2 (lineare Abbildung als Matrixtransformation) und die De-
finition der Basiswechselmatrix:

’32(1}) = 32(id(’l})) = (BQ(id)(Bl(Bl(,U) = 32P5131(U) U
Es kann helfen, die Gleichungskette von rechts nach links zu lesen.
Beispiel 7.12: Wir betrachten die Standardbasis €: e; = (}),ea = (9) fiir R?, und die

Basis B: v; = (}),v2 = (}). Die Basiswechselmatrix ¢ P hat als erste Spalte den ersten
Basisvektor von Basis B, geschrieben als Koordinatenvektor in der Standardbasis €. (Ebenso

fiir die zweite Spalte). Also ist
1 1
Ps =
era- (1 3)

Wenn v = ¢(v) = (2), dann ist 3 (v) = <x1$—2x2>’ weil o G) + (21— 22) <(1)> = (2)

Wir priifen:

ePpg(v) = (1 (1)> (xlx_?x2> _ (:CQ + (i; —$2)> _ (i;) = ¢(v).
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Basiswechsel zur Standardbasis ist leicht: Die Basiswechselmatrix hat als Spalten die
Vektoren der alten Basis.

Das ist, weil wir in diesem Fall die Koordinatenvektoren beziiglich Standardbasis brauchen,
und das ist immer leicht.

Fiir den Basiswechsel in die andere Richtung miissen wir die Standardbasis als Koordinaten-
vektoren beziiglich Basis B schreiben:

e1=(§) = v also ist sler) = (9)
62:([1)):111—’1}2 also ist 93(62):(_1)

und die Basiswechselmatrix ist

Und als Probe: es gilt wirklich

fBPg((T’,(U) = <(1) _11> (i;) = (xqum2> = ‘B(U).

Wir bemerken im obigen Beispiel, dass s Ps - ¢Ps = ({{) = I und ¢Pg - 3P = I, also ist
5 Ps = (¢Ps)”". Dies ist immer der Fall.

Lemma 7.13: (Basiswechsel in umgekehrter Richtung hat inverse Matrix.)
Sei V' endlich-dimensional, und seien By und Bo Basen von V. Dann gilt

BIPBZ = (32Pf51>_1 c
BEWEIS. Sei dim V' = n. Wir benutzen, dass die Matrix der Komposition das Produkt der
Darstellungsmatrizen ist (Prop. 7.8):
31P32B2P31 = 'Bl(id)'Bz BQ(id)31 = 31(idoid)31 =1,
und genauso
B, P58, P, = In,
also ist 5, Py, = (s,Ps,)” " wie behauptet. O

Das kann uns helfen, Basiswechselmatrizen fiir kompliziertere Basen zu bestimmen.

Beispiel 7.14: Wir betrachten die Basis B: v; = (1),v2 = (}) von R% Die Basiswechsel-
matrix ¢ Pe konnen wir hier nicht einfach ablesen: wir sehen nicht sofort, wie wir e; und es
als Linearkombination der neuen Basisvektoren v; und vg schreiben konnen. Aber wir haben

vorher gesehen, dass ¢ Pg leicht ist:
1 1
Py = .
Py (1 2)

Und jetzt wissen wir, dass die Basiswechselmatrix in die andere Richtung einfach die Inverse
dieser Matrix ist, die wir (im 2 x 2-Fall sehr leicht) bestimmen koénnen. Also ist

_ 2 -1
gPe =Pyt = <_1 g )7

und wir kénnen in der Tat nachpriifen:
e1=(4)=2(1)—(3) =2v1 —v2

e2=(9)=—(1)+(3) = —v1 +v2.

LAAG Seite 107 erstellt von Julia Goedecke, 2024



KAPITEL 7. LINEARE ABBILDUNGEN ALS MATRIZEN BASISWECHSEL

Ubung 7.15: Bestimmen Sie Basiswechselmatrizen in Numbas. Dort heift es Koordinaten-
wechselmatrix, das ist aber das selbe.

Proposition 7.16: (Basiswechsel fiir Matrizen)
Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen Vektorriumen, und
seien B1, By Basen fir V, Cy1,Co Basen fiir W. Dann ist

Cg(f)%g = €1P(-3_21 ’ (31(f)31 : 31P32'

BEWEIS. Wir haben
Clpe_zl ’ el(f)'Bl -3, Ps, = 62(idW)el TG (f>31 : Bl(idV)32 = @2(idWOfoidV)32 = ez(f)BQ' u

Dies beweist, dass es so ist, sagt uns aber nicht, wie man darauf kommt und warum es hilfreich
ist. Das wollen wir noch untersuchen.

e, (f)sy

Basis B; V—eeMmM— W Basis C;
32P’B1i ez Pey
Basis By V——e——— W Basis Cy
ey (f)m,

Fiir v € V haben wir

e, (f(0) = e(f)z, s, (v)  und e, (f(v) = e, (f)B, - 3,(0).
Ebenso haben wir, mit Verwendung von Basiswechselmatrizen,
8, (V) = 8, P3, - 5,(v) und e (f(v) = e, Pe, - e, (f(v)).
Wenn wir diese zusammen fiigen, bekommen wir zwei Ausdriicke fiir ¢, (f(v)): einerseits ist
e Pe, - e;(f(v) = e, (f(v))
= e, (f)B, -8, (v)
e (f)sy -3, Pry - 3,(v)

was uns durch Umstellung den Ausdruck
ez(f(v)) = elp(;l €1 (f)f5131P'32 ’ 'Bz(v)

gibt. Andererseits haben wir auch

Co (f(’l))) = €2 (f)32 " Bo (1))

Da dies fiir alle v € V gilt, bekommen wir die Matrixgleichheit ¢, (f)p, = elPe_zl e, (), B, Pn,.

Wenn wir mit Matrizen fiir lineare Abbildungen arbeiten, miissen wir immer sehr sorgféltig schau-
en, auf welche Kooordinatenvektoren wir sie anwenden diirfen. Die Basen miissen immer zusam-
menpassen. Zum Beispiel kénnen sowohl e, (f)s, als auch elP(;; - e, (f)B, - B, P, auf einen
Koordinatenvektor beziiglich Basis B angewendet werden, und geben als Ergebnis einen Vektor in
W, der beziiglich Basis Co geschrieben ist. Die Matrix s, P, verwandelt den Koordinatenvektor
von v beziiglich By in den Koordinatenvektor beziiglich B, welcher dann von der Matrix ¢, (f)s,
verarbeitet werden kann. Das Zwischenergebnis ist dann f(v) beziiglich Basis €1, und die Matrix
e, Pe, ! verwandelt diesen Koordinatenvektor von f(v) dann in den Koordinatenvektor beziiglich
Basis Cs.

Wenn wir verschiedene Vektorrdume als Quelle und Ziel der linearen Abbildung haben, dann
haben wir notwendigerweise auch verschiedene Basen fiir Quelle und Ziel, und somit verschiedene
Basiswechselmatrizen. Der Basiswechsel der Darstellungsmatrizen sieht also abgekiirzt so aus:

Ay =Q AP
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Beispiel 7.17: In Beispiel 7.5 haben wir fiir f ((% )) _ (;cl +x2> swei Matrizen bestimmt:

xr1—I3
1 1 0 4 3 1
A = = d Ao = =
L= ealf)es <1 . _1> und Az = e(f)s <_2 i 0)
1 1 1 1 1
fiir Basen B:v; = |1 |,vo=|1],v3=]0| fiir R® und C: wy, = <1> ,Wo = <2> fiir R2.
1 0 0
Wir haben Basiswechselmatrizen
L 1 1 2 1
Pg=]11 0 d Pe = , 1 P, = B
&3 LB Lo o un e e (1 2) also cle, (_1 1)

Wir kénnen also schauen:

1

o 2 -1 11 0
82Pe 182(f>8383PB = @P8282<f)8383PB - ( ) ( > 1
1

1
1 2 1

= 1
0 -1 -1

1

Korollar 7.18: (Basiswechsel fiir quadratische Matrizen)
Wenn f: V — V linear und By, Bo Basen fir V, dann ist

Bo (f)Bz = 31P5532(f)3131P32.

1
1
0

o O =

Ay = P71AP.

Hier benutzen wir dieselbe Basiswechselmatrix fiir Quelle und Ziel.
Dieses Verhiltnis von Matrizen ist sehr wichtig, deswegen bekommt es einen Namen:

Definition 7.19: Zwei quadratische Matrizen A und B sind dhnlich wenn sie dieselbe linea-
re Abbildung beziiglich verschiedener Basen darstellen, oder (dquivalent dazu) wenn es eine
invertierbare Matrix P gibt mit A = P~!BP.

Beispiel 7.20: Die lineare Abbildung f: R? — R? mit f ((31)) = (_3:",, ) hat Darstel-
lungsmatrizen

1 1
A=¢,(fle, = (2 4) beziiglich Standardbasis, und
2 0
D=g3(f)g = <O 3) beziiglich Basis B: vy = (1),v2 = (3).

Die relevante Basiswechselmatrix ist

11 2 -1
P=:Py= mit pt=
e0 (1 2) (—1 1)
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und wir haben in der Tat

roe- () (G )0
(4 060

Also sind A und D ahnliche Matrizen.

Ahnliche Matrizen haben einige gemeinsame Eigenschaften.
Proposition 7.21: Ahnliche Matrizen haben die selbe Determinante und dieselbe Spur.

BEWEIS. Wenn A = P~!BP mit invertierbarem P, dann ist

det A = det(P~'BP) = det P~ det Bdet P = det(P~'P)det B = det I,, det B = det B.

Ubung: Beweisen Sie Spur A = Spur(P~'BP). Benutzen Sie dazu Spur(C'D) = Spur(DC),
was Sie zuerst beweisen konnen, mit Hilfe der Eintrige der Matrizen.

Beispiel 7.22: Die dhnlichen Matrizen oben haben

1 1 2

det A = =6 det D = 0 =6
-2 4 0 3

SpurA=1+4=5 SpurD =2+ 3 =5.

Da also jede Matrix einer linearen Abbildung dieselbe Determinante hat, konnen wir definieren:

Definition 7.23: Sei f: V — V eine lineare Abbildung eines Vektorraums auf sich selbst.
Dann ist die Determinante von f die Determinante einer Darstellungsmatrix von f beziig-
liche einer Basis B. Die Spur von f ist die Spur einer Darstellungsmatrix von f.

Dies sind wohl-definierte Konzepte, die nicht von der Wahl der Basis abh#ingen, wie das vorhe-
rige Resultat zeigt. Sie sind nur fiir lineare Abbildungen von V' zu sich selbst definiert, so wie
Determinante und Spur nur fiir quadratische Matrizen definiert sind.

C. Lineare Abbildungen als Matrizen: Study guide

Konzeptiibersicht.

¢ Darstellungsmatrix

¢ Lineare Abbildung als Matrixtransformation

¢ Wann man verschiedene Basen fiir Quelle und Ziel nimmt, und wann man dieselbe Basis
nimmt

Matrix von Identitdt und Streckung unabhingig der Basis
Matrix von Komposition und Matrix einer inversen Abbildung
Basiswechselmatrix und deren Inverse

Basiswechsel zur Standardbasis

Basiswechsel fiir Matrizen

Anliche Matrizen

Determinante und Spur einer linearen Abbildung

[ R R IRV R IR o
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Skills.

o
<

Die Matrix einer linearen Abbildung beziiglich gegebener Basen ermitteln
Koordinatenvektor des Bildes eines Vektors unter einer linearen Abbildung mit Hilfe der
relevanten Darstellungsmatrix berechnen

Basiswechselmatrix ermitteln

Korrekte Gleichung finden, die zwei Matrizen der gleichen linearen Abbildung und rele-
vante Basiswechselmatrizen in Verbindung bringt

Determinante und Spur einer linearen Abbildung ermittlen
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KAPITEL 8

Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir haben gesehen, dass eine lineare Abbildung beziiglich verschiedener Basen mit verschiedenen
Matrizen dargestellt werden kann. In diesem Kapitel suchen wir nun jeweils eine besonders schone
Basis fiir eine gegebene lineare Abbildung.

Im ganzen Kapitel betrachten wir nur lineare Abbildungen f: V' — V also von einem Vektorraum
auf sich selbst, korrespondierend zu quadratischen Matrizen.

A. Definitionen

Wenn eine lineare Abbildung einen bestimmten Vektor nur streckt und die Richtung beibelésst,
dann ist dies besonders schén und wird fiir uns hilfreich sein.

Definition 8.1: Sei f: V' — V linear. Ein Vektor v # 0 € V heifit Eigenvektor mit Eigen-
wert A\ wenn f(v) = Av.

Da f linear ist, sind alle Vielfachen eines Eigenvektors auch Eigenvektoren mit demselben Eigen-
wert: f(uv) = puf(v) = prv = A(pw).

A VORSICHT: Wir zihlen v = 0 nicht als Eigenvektor, weil f(0) = 0 = A0 fiir jedes A gilt. Somit
sagt uns das nichts aus. Also nicht vergessen, Eigenvektoren miissen von Null verschieden sein.

Beispiele 8.2: a) Fiir jeden Skalar A hat die Abbildung f = Aidy mit f(v) = Av jeden (von
Null verschiedenen) Vektor v € V' als Eigenvektor mit Eigenwert A.
b) In Beispiel 7.20 hatten wir die Abbildung f ((34)) = (_32772,, ). Diese erfiillt

(1) =(3) =2(1) und F((3)) = (3) =3(3)-
Wir haben also Eigenvektor (1) mit Eigenwert 2 und Eigenvektor (1) mit Eigenwert 3.

c¢) (Kern und Eigenwert 0) Fiir jedes lineare f: V — V gilt: wenn v € Ker(f), dann
ist f(v) = 0 = Ov, also ist jeder von Null verschiedene Vektor im Kern von f ein
Eigenvektor mit Eigenwert 0. Also ist 0 ein Eigenwert von f genau dann wenn f
einen nicht-trivialen Kern hat, genau dann wenn f nicht injektiv ist.

d) Wir betrachten die lineare Abbildung
x1 —2x3 00 —2 x1
£((2)) = () = (131 ()
-1 0 -2
n= (7)) w=(f) w=(7)
Wir berechnen

f(01)=(§2>=201 f(U2)=<§>=202 f(U3)=<E2)=U3

also hat f Eigenvektoren v; und vy mit Eigenwert 2, und vs mit Eigenwert 1. Es ist auch
jede Linearkombination von v; und vy ein Eigenvektor mit Eigenwert 2:

flavy +bve) = af(vy) + bf(v2) = 2avy + 2bvg = 2(avy + bvg).

und die Vektoren

Dies gibt uns ein allgemeines Resultat:
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Proposition 8.3: (Eigenraum)
Wenn f: V. — V linear mit Eigenwert X\, dann ist die Menge aller Eigenvektoren fiir X,
zusammen mit dem Nullvector, ein Unterraum Eig(f, \) = Eig(\) von V, namlich

Eig(f,A\) = Ker(f — Aidy ).

BEWEIS. A ist fest gegeben. Fiir v e V gilt
veEig(f,\) © flv)= < flv)—Av=0 < (f—idy)(v) =0 < veKer(f— Aidy).

Also ist Eig(f, \) = Ker(f —Aidy ). Wir wissen, dass jeder Kern ein Unterraum ist, also ist Eig(f, A)
auch ein Unterraum. |

Definition 8.4: Der Unterraum Eig(f, \) = Ker(f — Aidy ) heift Eigenraum von f.

A\ Vorsicht! Es gibt einen separaten Eigenraum pro Eigenwert! Nicht einen Eigenraum fiir alle
Eigenwerte zusammen. Dies ist ein haufiger Fehler.

Beispiele 8.5: In den gleichen Beispielen wie oben haben wir
a) f:V — V mit f(v) = Av hat Eig(\) = V: der ganze Vektorraum V ist ein Eigenraum.
b) £((32)) = (-22,71.,) hat Eigenréume Eig(2) = (1)) und Eig(3) = {(3))-
¢) (Kern ist 0-Eigenraum) Fiir beliebiges f: V — V haben wir Eig(f,0) = Ker(f).
T —2z
d) Die Abbildung f ((ié )) = (a:ﬁzmgikzs) hat Eigenrdume

x1+3x3

Eig(2) = (v1,vs) Eig(1) = {vs3) mit vy = (E)l), vy = (g), v = (712).

1

Korollar 8.6: (Isos via Eigenwerte)
f:V — V ist ein Isomorphismus genau dann wenn 0 kein Eigenwert von f ist.

BeweEls. Wir wissen von ,zwei fiir eins bei Isos“ (Prop. 5.29), dass f ein Isomorphismus ist

genau dann wenn Ker(f) = {0}. Da Eig(f,0) = Ker(f), ist Ker(f) = {0} genau dann wenn 0 kein
Eigenwert von f ist. |

B. Eigenwerte finden: das charakteristische Polynom

Wie finden wir Eigenwerte und Eigenvektoren? Die Determinante hilft uns dabei:

Lemma 8.7: (Determinante findet Isos.)

Wenn V' endlich-dimensional ist, dann ist die lineare Abbildung f: V — V ein Isomorphis-
mus genau dann wenn det(f) # 0.

Anders formuliert, wenn A eine Darstellungsmatriz von f ist, dann ist f ein Isomorphismus
genay dann wenn det(A) # 0.

BEWEIS. Dies ist eine Umformulierung von Theorem 6.56 unter Benutzung von Prop. 7.21. [

Wir setzen diese Resultate zusammen zu:

Theorem 8.8: (Eigenwerte sind genau die Nullstellen des charakt. Polynoms.)
Fiir eine lineare Abbildung f: V — V gilt:

A ist ein Eigenwert von f genau dann wenn det(X -idy — f) = 0.

Anders formuliert, wenn A eine Darstellungsmatriz fir f ist, dann ist \ ein Eigenwert von
f genau dann wenn det(AI — A) = 0.
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BEWEIS. Wenn v ein Eigenvektor fiir f mit Eigenwert A ist, dann ist v auch ein Eigenvektor
von Aid — f mit Eigenwert 0, weil f(v) = Av < v — f(v) =0 < (Aid — f)(v) =0 v.
Nach ,Isos via Eigenwerte“ (Kor. 8.6) ist A -idy — f ein Isomorphismus genau dann wenn 0 kein
Eigenwert von A -idy — f ist, und nach ,Determinante findet Isos* (Lemma 8.7) ist A -idy — f ein
Isomorphismus genau dann wenn det(A - idy — f) # 0.
Zusammengesetzt heifst das:
A ist ein Eigenwert von f < 0 ist ein Eigenwert von A-idy — f < det(\-idy — f) = 0.
Die zweite Aussage folgt, weil dhnliche Matrizen die gleiche Determinante haben (Prop. 7.21), und
die Determinante einer linearen Abbildung als Determinante einer beliebigen Darstellungsmatrix
definiert ist. Wenn A = & (f)s, dann ist auch A\I — A = g(\ -idy — f)s (Ubung). O

Definition 8.9: Fiir eine lineare Abbildung f: V' — V ist das charakteristische Polynom
von f das Polynom x(t) = det(t-idy — f), oder mit einer Darstellungsmatrix A von f ist
Xs(t) = xa(t) = det(t] — A).

Das Theorem oben zeigt also, dass A ein Eigenwert von f ist genau dann wenn A eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms von f ist.
Also haben wir:

Die Eigenwerte sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Warum ist det(t] — A) ein Polynom?

Beispiel 8.10: Wenn A = <a
c

b
d) eine 2 x 2-Matrix ist, dann ist

t—a —b

det(tI — A) = i d
—c t—

=(t—a)(t—d)—bc=1t>—(a+d)t+ad—bc

ein Polynom von Grad 2.

Da wir Determinanten rekursiv als Linearkombinationen kleinerer Determinanten definiert haben,
konnen wir so per Induktion zeigen, dass det(t] — A) ein Polynom in ¢ von Grad n ist, wobei A
eine n x n-Matrix ist.

Also hat eine n x n-Matrix hichstens n Eigenwerte.

Bei manchen Matrizen kann man die Eigenwerte einfach von der Diagonale ablesen.

Proposition 8.11: (Eigenwerte von Diagonal- und Dreiecksmatrizen)
Die Eigenwerte einer Diagonalmatriz und einer oberen oder unteren Dreiecksmatriz sind genau
die Diagonaleintrige der Matriz.

BeEwEis. Nach Prop. 6.49 ist die Determinante einer unteren oder oberen Dreiecksmatrix das
Produkt der Diagonaleintrige. Wenn die Matrix A Diagonaleintrige a;; hat, dann hat tI — A
Diagonaleintriage (t — a;), also ist xa(t) = det(tI — A) = (t — a11)(t — azz2) -+ (t — any). Die
Nullstellen dieses Polynoms sind genau die Diagonaleintriage von A, und dies sind also genau die
Eigenwerte. |

Ubung 8.12: Berechnen Sie einfithrende charakteristische Polynome in Numbas.

Hier sind ein paar Beispiele, wie man allgemein Eigenwerte berechnet:
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1 1
Beispiele 8.13: a) Fiir A = < ) 4) ist

t—1 -1
+2 t—4
=(t—1)(t—4)+2=t>—5t+6=(t—2)(t—3)

Also sind 2 und 3 die Eigenwerte von A, was wir in einem vorherigen Beispiel schon
gesehen haben.

xa(t) = det(t] — A) =

0 -1
b) Wir betrachten R = - ), zuniichst geometrisch: Als Abbildung fr: R? — R?

schickt fr den ersten Standardbasisvektor e; = (§) auf (9) = ez, und ey auf —e;. Dies
ist also eine Drehung in R? um 90° gegen den Uhrzeigersinn. Wir erwarten also, dass es
keine Eigenwerte gibt, weil kein Vektor die Richtung beibehalt.

Wir berechnen das charakteristische Polynom:

1
xgr(t) = det(tI — R) = , — 241

Dies hat keine reellen Nullstellen, also in der Tat keine reellen Eigenwerte.

A\ Vorsicht: Vergessen Sie nicht, die Vorzeichen der Eintriige zu éndern, wenn Sie die Eintriige
von det(t] — A) aufschreiben.

Bei einem quadratischen Polynom (also von einer 2 x 2-Matrix) kénnen wir die Nullstellen leicht
finden, zum Beispiel mit p, g-Formel. Wie findet man die Nullstellen eines Polynoms von héherem
Grad? Dazu benutzen wir Polynomdivision.

Beispiel 8.14: (Polynomdivision)

Polynomdivision ldsst sich besser verbal erkliren. Einige kennen es bestimmt aus der Schule.
Ich schreibe hier ein paar Beispiele auf, erklire sie in der Vorlesung verbal, und mache (wenn
hoffentlich die Zeit reicht) ein Video dazu.

Wir faktorisieren t* —10¢3 + 25¢2 — 50t + 24. Normalerweise réit man erst eine Nullstelle (z.B. 1,
—1, 2 etc), aber wir zeigen hier einfach etwas Polynomdivision mit verschiedenen Beispielen.

(t* —1062 +35t2 —50t +24) : (t—2) = t3—82+19t—12
=23
0 -8
—8t3  +16t2
0 +19¢2
1912 38t
0 —12t
—12t 24
0 +0

Diesen Faktor von Grad 3 konnen wir weiter faktorisieren:
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(3 =82 +19t —12) : (t—4) = t2—4t+3
3 —4¢2
0 —4t?
—4t2 +16tt
0 3t
3t —12
0 +0

Also bekommen wir
t+ — 1063 + 25t% — 50t + 24 = (t — 2)(t> — 8% + 19t — 12)
= (t—2)(t—4)(t> —4t +3) = (t — 2)(t — 4)(t — 1)(t — 3).

Hier sind noch zwei Beispiele:

(t3 =3t +2) : (t—1) = *+t-2
3 2
0 ¢
2 —t
0 -2t
-2t 42
0 +0
alsoist 3 =3t +2) = (t—1)(t2+t—2) = (t - 1)(t — 1)(t + 2).
Und dann
3 —t2 +t —1) : (t—1) = #+1
3 2
0 0
t -1
0 +0

also ist 3 — 2+t — 1 = (t — 1)(¢*> + 1). Das hiitte man iibrigens auch anders faktorisieren
kénnen:

B rt—1=P+t -t 1=t + )+ () +1)=({t—-1)(*+1)

Ubung 8.15: Faktorisieren Sie Polynome in Numbas.

Eine Alternative zu Polynomdivision gibt es manchmal, wenn es schone Nulleintrige gibt, so dass
man durch Entwicklung schon einen Faktor bekommt.

0 0 =2
Beispiel 8.16: Sei A =|1 2 1 |. Zur Berechnung des charakterischen Polynoms ent-
1 0 3
wickeln wir in der zweiten Spalte.
t 0 2
W =l-1 t—2 —1|=@-2|" 2
Xal) = N 1 t-3
-1 0 t-3

(t—2)tt—3)+2)=(t—-2)t* =3t +2)=(t—2)(t—2)(t—1)
Also gibt es Eigenwerte 2 und 1.

Das Theorem 8.8 zeigt auch:
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Proposition 8.17: Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigenwerte und das gleiche charak-
teristische Polynom.

Beweis. Ubung. (Alle Zutaten sind im Beweis von 8.8 schon vorhanden, Sie miissen sie nur
zusammensetzen.) O

C. Eigenvektoren finden

Nun kénnen wir Eigenwerte finden, und wollen als néchstes Eigenvektoren finden.
Wir haben oben schon gesehen, dass Eig(f,\) = Ker(f — Aid), und wir wissen schon, wie man
einen Kern berechnet und dafiir eine Basis findet.

Um Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A zu finden,

o berechne das charakteristische Polynom x4 (t) = det(¢t] — A);
o faktorisiere das charakt. Polynom, um die Nullstellen zu finden: dies sind die Eigenwerte.
o Fiir jeden Eigenwert A separat finde eine Basis von Ker(A — AI).

Beispiele 8.18:

0 0 -2
a) Wir betrachten die Matrix A = [1 2 1 | fiir die wir schon das charakteristiche
1 0 3

Polynom x4 (t) = (t —2)(t —2)(t — 1) berechnet haben, also sind die Eigenwerte 2 und 1.
Eigenvektoren fiir A = 2:

-2 0 =2 0 0 O
A-2I=11 0 1 |— |1 0 1
1 0 1 0 0 O

0
1

Also ist eine Basis von Eig(2) gegeben durch v; = ( —(1)1 ) , Vg = ((

) . Also hat ein beliebiger

Eigenvektor zu Eigenwert 2 die Form (j:>

Eigenvektoren fiir A = 1:

-1 0 -2 1 0 2
A-I=11 1 1 |— [0 1 -1
1 0 2 0 0 O

Also ist eine Basis von Eig(1) gegeben durch vz = <E2 )

b) Eigenwerte miissen keine ganzen Zahlen sein — wir haben sie blof in Ubungen oft als
ganze Zahlen, damit es leichter zu rechnen ist, oder zum Beispiel leichter in Numbas
einzugeben. Die meisten Matrizen haben keine ganzzahligen Eigenwerte.

0 3 t -3
Sei A = <4 O)’ dann ist xa(t) = |

—4
die Eigenwerte 24/3 und —2+/3.
Nun finden wir die Eigenvektoren: fiir A\ = 2+4/3 berechnen wir den Kern von

S )
0

=17 — 12 = (t — 2¢/3)(t + 2V/3), also sind

4 —24/3 0
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V3

2

Also ist der zugehorige Eigenvektor (oder jedes Vielfache davon). Zum Beispiel,

3 3
wenn wir keine Briiche wollen, kénnen wir auch (f) nehmen. Genauer gesagt: ({)

ist eine Basis des Eigenraums Eig(2+/3).
Fiir A = —2+v/3 berechnen wir den Kern von

2v3 3 1 B
A—|—2\/§I—<4 2\/3>—><0 o)

—4/3
Also ist ( f) eine Basis des Eigenraums Eig(—2+/3).

Ubung 8.19: Uben Sie in Numbas:

o Charakteristisches Polynom, Eigenwerte, Eigenvektoren von 2 x 2-Matrizen
¢ Charakteristisches Polynom, Eigenwerte, Eigenvektoren von 3 x 3-Matrizen

D. Diagonalisierung

Wozu sind nun Eigenvektoren gut? Wir haben am Anfang des Kapitels gesagt, dass wir eine be-
sonders schone Basis suchen, beziiglich der wir eine gegebene lineare Abbildung darstellen kénnen.

Proposition 8.20: (Basis aus Eigenvektoren gibt Diagonalmatrix.)
Wenn B: vy,vs,...,v, eine Basis von V ist, die aus Eigenvektoren von f: V — V besteht,
dann ist die Darstellungsmatriz (f)s beziglich dieser Basis diagonal.

BEWEIS. Angenommen f(vg) = Agvg (wobei die A; nicht unbedingt alle verschieden sind).
Also ist der Koordinatenvektor 5 (f(vx)) = Arer. Die Definition der Darstellungsmatrix gibt uns
dann

A0 0 0
0 X O 0
A=(s(f@) - s(f@) o 8(fwa) =
0 0 A1 O
0 0 0 A
was eine Diagonalmatrix ist. O

Dies ist die best-mdogliche Form, die wir erwarten kdnnen: sie sagt uns genau, in welche Richtungen
die lineare Abbildung um wieviel streckt.

Allerdings kénnen wir nicht immer so eine schone Form erwarten. Wir hatten schon ein Beispiel,
wo es gar keine reellen Eigenwerte gab (Drehung). Dies ist aber nicht das einzige Problem.

Beispiel 8.21: Wir betrachten die lineare Abbildung f: R?* — R3 mit Matrix

1 -3 2
A=1]1-1 -5 6
2 =20
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Dann ist
t—1 3 —2
xat)=| 1 t+5 —6|=t(t+4).
-2 2 t

Also sind 0 und —4 die Eigenwerte. Wir berechnen die Eigenvektoren, zuerst fiir A = 0O:

1 -3 2 1 -3 2 1 0 -1

-1 -5 6f/—|0 -8 8 |— |0 1 -1

2 -2 0 0 4 -4 0 0 O

Also ist eine Basis von Eig(0) gegeben durch (i)

Fir A = —4:
5 =3 2 1 1 -6 1 1 -6 1 0 -2
A+4=|-1 -1 6|]— |0 -8 32|— |0 1 —4]|— |0 1 -4
2 -2 4 0 —4 16 0 0 O 0 0 O

Also ist eine Basis von Eig(—4) gegeben durch (%)

Wir haben hier also nur 2 linear unabhéngige Eigenvektoren, und kdnnen aus diesen keine
Basis aus Eigenvektoren fiir R bekommen.

Das Problem kommt von der doppelten Nullstelle 0, fiir die es trotzdem nur einen ein-dimensionalen
Eigenraum gibt.

Definition 8.22: Die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts A von f ist die Potenz
des Linearfaktors (t—\) im charakteristischen Polynom, und die geometrische Vielfachheit
von A ist die Dimension des Eigenraums Eig(\).

1 -3 2
Beispiel 8.23: Bei Matrix A = | —1 -5 6 | hat der Eigenwert 0 algebraische Vielfachheit
2 =20

2 und geometrische Vielfachheit 1, und Eigenwert —4 hat algebraische und geometrische
Vielffachheit 1.

Es ist {ibrigens umgangssprachlicher Usus, dass man sagt: ,,A; hat nur einen Eigenvektor” oder ,,\o
hat zwei Eigenvektoren®. Was damit gemeint ist: Der Eigenraum von A; hat eine Basis aus einem
Element, also dimEig(A;) = 1, und der Eigenraum von A\, hat eine Basis mit zwei Elementen,
also dim Eig(A2) = 2. Die Information einer Basis des Eigenraums reicht ja schon aus, um den
ganzen Eigenraum zu kennen. Aber wenn man es ganz genau nimmt, hat natiirlich jeder Eigenwert
unendlich viele Eigenvektoren, ndmlich auch alle Vielfachen des einen angegebenen Eigenvektors,
beziehungsweise jede Linearkombination der zwei angegebenen Eigenvektoren, wenn ,es zwei gibt®.

Nach der Definition ist sofort klar, dass

Wenn ) ein Eigenwert von f ist, dann ist

o die algebraische Vielfachheit > 1 und
¢ die geometrische Vielfachheit > 1.

Sonst wire A ja gar kein Eigenwert.
Auferdem ist fiir jeden Eigenwert A\ die geometrische Vielfachheit hochstens so grof wie die alge-
braische. Das kann man als zusammenfassen als:
Fiir jeden Eigenwert A gilt:
1 < geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit
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Das kann man auch beweisen, wir tun es hier aus Zeitgriinden nicht (vielleicht auf einem Ubungs-
blatt).

Wir definieren jetzt also erst einmal, was wir gerne untersuchen mochten.

Definition 8.24: Eine lineare Abbildung f: V — V ist diagonalisierbar wenn es eine Basis
von V gibt, beziiglich derer die Matrix von f diagonal ist.
Eine n x n-Matrix A ist diagonalisierbar wenn sie zu einer Diagonalmatrix &hnlich ist.

Dies heifit, dass es eine invertierbar Matrix P (eine Basiswechselmatrix) gibt, sodass A = P"1DP,
wobei D diagonal ist. Man kann Diagonalisierbarkeit auch so ausdriicken:

Theorem 8.25: Eine lineare Abbildung f: V — V ist diagonalisierbar genau dann wenn es
eine Basis von V gibt, die aus Eigenvektoren von f besteht.

BeEwEIs. Wir haben schon gesehen (Prop. 8.20), dass eine Basis aus Eigenvektoren eine dia-

gonale Darstellungsmatrix gibt. Umgekehrt, wenn B: vq,...,v, eine Basis von V ist, die eine
diagonale Darstellungsmatrix 5 (f)s mit Diagonaleintrédgen A1, ..., Ax gibt, dann ist f(vr) = Agvg
nach Definition der Darstellungsmatrix. Also ist jedes vy ein Eigenvektor von f. ]

Wir haben ja oben schon gesehen, dass jeder Eigenwert mindestens einen ein-dimensionalen Eigen-
raum hat. Und wenn jede algebraische Vielfachheit gleich 1 ist, dann muss auch jede geometrische
Vielfachheit genau 1 sein. Es ist aber nicht ganz offensichtlich, dass zum Beispiel drei Eigenvekto-
ren von drei verschiedenen Eigenwerten wirklich linear unabhéngig sind (obwohl wir das vielleicht
intuitiv auch schon vermuten).

Proposition 8.26: (Eigenvektoren fiir verschiedene Eigenwerte)
Sei f: V. — V linear. Wenn vy, ..., v, FEigenvektoren mit paarweise verschiedenen Eigenwer-
ten sind, dann sind sie linear unabhdngig.

BeEwEis. Fiir Interessierte, nicht offizieller Teil des Kurses.
Wir haben f(v;) = A\v;, wobei alle \; paarweise verschieden sind. Angenommen vy, ..., v; sind
linear abhéngig (wir wollen also einen Widerspruch erzeugen). Da ein einzelner Vektor v; linear
unabhéngig ist (weil v; # 0), gibt es ein groftes m, sodass v1,...,v,, linear unabhingig, aber
U1, -+, Um, Um+1 linear abhéngig sind. Nach unserer Annahme ist m + 1 < k. Dann gibt es Skalare
1; nicht alle Null mit
11+t e Um F et 1Umy1 = 0.
Wenn wir f auf beiden Seiten der Gleichung anwenden, bekommen wir

,ul)\lvl +oee 4+ ,um)\mvm + Nm+1>\m+1vm+1 = 0.

Wenn wir nun A1 mal die erste Gleichung von dieser zweiten Gleichung abziehen, bekommen
wir
1 (A1 — A 1)vr + o A i (A — A1)V + Ovp 1 = 0.

Da all \; verschieden sind und w1, ..., v,, linear unabhangig sind, folgt hieraus p; = -+ = ym, =
0. Dann ist aber auch p,,+1 = 0, was unserer Annahme widerspricht, dass v1,...,v,,+1 linear
unabhéngig sind.

Also sind vy, . .., v, linear abhéngig. ]

Beispiele 8.27:

1 1
a) A= 4 hat Eigenwerte 2 und 3, und somit sind die dazugehorigen Eigenvektoren

(1) und (1) linear unabhéngig.
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5 1 3
b) A= |0 —1 0] hat Eigenwerte —1 mit Eigenvektor (81), 2 mit Eigenvektor ( 7(%1)
0 1 2

und 5 mit Eigenvektor (é). Das Resultat sagt uns also, dass diese drei Vektoren zusam-

men linear unabhiingig sind. Da es auch drei Vektoren in R? sind, bilden sie also eine
Basis von R3 (nach ,zwei fiir eins bei Basen“, Prop. 5.11).

0 0 -2
c) A= 11 2 1 |hat Eigenwert 2 mit Eigenvektoren v; = <_(1J1) und vy = (g), und
1 0 3

. . . —2 . .
Eigenwert 1 mit Eigenvektor v = ( 1 ) Also wissen wir nach dem Resultat, dass v1, v

linear unabhéngig sind, und auch wvg,vs. Dieses Resultat sagt uns aber nichts {iber alle
drei zusammen, weil v; und v nicht unterschiedliche Eigenwerte haben.

Korollar 8.28: Wenn dimV = n und f: V — V genau n verschiedene Eigenwerte hat,
dann ist f diagonalisierbar.

Beispiele 8.29: Beispiele 8.27(a) und (b) haben jeweils n verschiedene Eigenwerte und sind
damit diagonalisierbar.

A\ Vorsicht! Dies ist aber nur ein Resultat in eine Richtung. Es gibt durchaus auch Abbildungen,
die weniger Eigenwerte haben und doch diagonalisierbar sind.

Beispiel 8.30: Matrix A aus Beispiel 8.27(c) hat nur zwei Eigenwerte, 1 mit algebraischer
Vielfachheit 1 und 2 mit algebraischer Vielfachheit 2. Aber Eigenwert 2 hat auch geometrische
Vielfachheit 2 (weil Eig(2) = {v1,v2) Dimension 2 hat), und die dort angegebenen Vektoren
v1, Vg, v3 bilden eine Basis aus Eigenvektoren, und somit ist A diagonalisierbar.

Bei einer Diagonalmatrix kann man leicht die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten
bestimmen:

Beispiel 8.31: Eine Diagonalmatrix D mit Diagonaleintridgen dq,...,d,, nicht unbedingt
verschieden, hat Eigenwerte dy, ..., d,, weil xp(t) = (t —dy)--- (t — d,,) ist. Die algebraische
Vielfachheit eines Eigenwerts A ist also die Anzahl von Diagonaleintrigen, die gleich A sind.
Da jeder Vektor der Basis, beziiglich der D geschrieben ist, ein Eigenvektor ist, ist die geo-
metrische Vielfachheit von A auch die Anzahl von Diagonaleintragen, die gleich A sind.

10000

Zum Beispiel hat f: R® — R’ mit 5(f)s = (éégg% hat Eigenwert 1 mit algebraischer
00002

Vielfachheit 3 und dim(Eig(1)) = 3, und Eigenwert 2 mit algebraischer Vielfachheit 2 und

dim(Eig(2)) = 2.

Wir haben gesehen, dass dhnliche Matrizen die gleichen Eigenwerte und charakaterischen Polynome
haben. Wir kénnen nicht erwarten, dass sie die gleichen Eigenvektoren haben: selbst wenn wir die
beiden Matrizen als verschiedene Darstellungsmatrizen der gleichen Abbildung betrachten, haben
wir ja durch den Basiswechsel nun andere Spaltenvektoren. Aber die Dimension der Eigenrdume
ist hier gleich. Und das zusammen mit der Uberlegung iiber diagonale Matrizen hilft uns dann, ein
Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit zu formulieren.

Proposition 8.32: Ahnliche Matrizen haben die gleichen Eigenraumdimensionen, also die
gleichen geometrischen Vielfachheiten (der gleichen Eigenwerte).
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KAPITEL 8. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN DIAGONALISIERUNG

BEWEIS. Angenommen A = P! BP fiir eine invertierbare Matrix P. Wir haben schon gezeigt,
dass A und B die selben Eigenwerte haben (Prop. 8.17). Sei Eig(A, A) der A-Eigenraum von A,
und Eig(B, \) der A-Eigenraum von B. Dann gilt

Av = v < P™'BPv =) < B(Pv) = A(Pv).

Also ist v € Eig(A, \) genau dann wenn Pv € Eig(B, ). Wenn also vy,...,v; eine Basis von
Eig(A, A) ist, dann sind Puvy, ..., Py alle in Eig(B, A). Da P invertierbar ist, sind diese Vektoren
immer noch linear unabhéngig. (,Versteckte Ubung®, vergleiche Prop. 4.32.)

Also ist dim Eig(B, \) = dim Eig(A, \). Das selbe Argument funktioniert fiir eine Basis wq, ..., w;
fiir Eig(B,\) und P!, also gilt a uch dimEig(A, \) > dim Eig(B, \). Also sind die Dimensionen
gleich. O
Hintergrund hier: wenn wir den Isomorphismus fp auf Eig(A, \) einschrinken, bekommen wir einen
Isomorphismus P’: Eig(A, A\) — Eig(B, \).

Also, da diagonale Matrizen fiir jeden Eigenwert jeweils gleiche algebraische und geometrische Viel-
fachheiten haben, und diese Vielfachheiten unter Ahnlichkeit gleich bleiben, muss dies auch eine
Bedingung fiir diagonalisierbare Matrizen sein. So ganz reicht dies nicht alleine: wir brauchen auch
»genug Eigenwerte”, um die Diagonale zu fiillen. Wir formulieren also verschiedene Diagonalisier-
barkeitskriterien.

Theorem 8.33: (Diagonalisierbarkeitskriterien)
Eine lineare Abbildung f: V — V mit dimV = n ist diagonalisierbar genau dann wenn

o V eine Basis aus Eigenvektoren von f hat, genau dann wenn

o die Summe der geometrischen Vielfachheiten der verschiedenen FEigenwerte gleich n ist,
genau dann wenn

o die Summe der algebraischen Vielfachheiten der verschiedenen Figenwerte gleich n ist und
fiir jeden Eigenwert die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist,
genau dann wenn

o das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt und
fiir jeden Eigenwert die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen Vielfachheit ist.

Wir kénnen die Diagonalisierbarkeitskriterien noch einmal von der andere Richtung beleuchten:

Hiirden zur Diagonalisierbarkeit

Es gibt zwei Situationen, in denen eine lineare Abbildung nicht diagonalisierbar ist:

o Es gibt nicht genug Eigenwerte: das charakteristische Polynom hat nicht genug Nullstellen,
oder anders ausgedriickt, die Summe der algebraischen Vielfachheiten ist zu klein.

o Es gibt nicht genug Eigenvektoren: selbst wenn es genug Eigenwerte gibt, kann es sein, dass
ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit > 1 nicht genug Eigenvektoren hat, also dass
fiir einen Eigenwert die geometrische Vielfachheit kleiner als die algebraische Vielfachheit
ist. Anders ausgedriickt: die Summe der geometrischen Vielfachheiten ist zu klein.

Die Diagonalisierbarkeitskriterien stellen also sicher, dass beide diese Hiirden {iberwunden werden.
Wenn also eine Matrix oder lineare Abbildung diagonalisierbar ist, wie sieht dann die Diagonalform
aus? Und welche Basiswechselmatrix gibt sie uns?

Theorem 8.34: (Diagonale Form und Eigenvektorbasiswechsel)

Wenn f: V — V diagonalisierbar ist, dann hat die Diagonalform D alle Eigenwerte von f
auf der Diagonale, entsprechend der algebraischen Vielfachheiten.

Des Weiteren gilt fiir V.= R™: wenn A = ¢(f)e die Darstellungsmatriz von f beziiglich
Standardbasis ist und P = ¢ Py die Matriz, deren Spalten die Eigenvektoren von f sind (in
der Reihenfolge entsprechend der Diagonaleintrige von D), dann ist D = P~1AP.

BeEwEIs. Dies folgt direkt aus Theorem 8.25: f ist diagonalisierbar genau dann wenn es eine
Basis aus Eigenvektoren gibt. |
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EW unp EV: STUDY GUIDE

Beispiele 8.35: Jeweils aus Beispiele 8.27:

a)

5 1 3

=0 -1 O0]|hat P=
0o 1 2
0 0 -2

=1 2 1 |hat P=
1 0 3

o)

0 1

3 0

-1 -1

-1

0 1
0

=D=P'AP.

0 |, und dann ist

, und dann ist

1 1 11
A= ( ) 4> hat Eigenvektorbasiswechselmatrix P = (1 2), und dann ist

-1 0 0
0 2 0|=D=P1AP.
0 0 5

=D =P AP

o O N
o N O
= o O

Am Ende dieses Kapitels geben wir noch eine Zusammenfassung von Eigenschaften, die unter
Ahnlichkeit invariant sind. Man kann auch sagen, dies sind Eigenschaften einer linearen Abbildung
und nicht nur einer Matrix.

Eigenschaften einer linearen Abbildung (also Invarianten unter Ahnlichkeit)

Eigenschaft

Kommentar

Dimension des Bildes

Basiswechsel dndert Dimension nicht

Dimension des Kerns

Invertierbarkeit z.B. via Dimensionen von Kern und Bild
Determinante wegen det(P~1AP) = det A
Spur wegen Spur(P~1AP) = Spur A
Eigenwerte via Determinante und charakteristisches Polynom

Charakteristisches Polynom

also auch algebraische Vfh der Eigenwerte

Dimension der Eigenrdume

also geometrische Vth der Eigenwerte

E. Eigenwerte und Eigenvektoren: Study guide

Konzeptiibersicht.

<

[ R R I IR O IR VR

<

<o

SO0 0

Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum

Verbindung von Kern und Eigenrdumen
Verbindung von Isomorphismen und Eigenwerten
Characteristisches Polynom und Bedeutung fiir Eigenwerte
Eigenwerte von Diagonal- und Dreiecksmatrizen
Verbindung von Eigenvektorbasis und Diagonalmatrix
Algebraische und geometrische Vielfachheiten von Eigenwerten, und deren Beziehungen
Diagonalisierbarkeit, verschiedene Diagonalisierbarkeitskriterien

Diagonale Form und Eigenvektorbasiswechsel
Eigenschaften, die unter Ahnlichkeit erhalten bleiben

Skills.

Charakteristisches Polynom einer Abbildung/Matrix finden

Eigenwerte und Eigenvektoren einer Abbildung/Matrix finden

Algebraische und geometrische Vielfachheiten von Eigenwerten bestimmen

Bestimmen, ob eine Abbildung/Matrix diagonalisierbar ist

Diagonalform und dazugehorigen Basiswechsel fiir diagonalisierbare Abbildung/Matrix

finden
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KAPITEL 9

Abstande und Winkel

Wir haben bisher in Vektorrdumen gearbeitet, ohne ein Konzept von Lingen oder Winkeln zu ha-
ben. Damit konnten wir auch schon einiges an Geometrie machen (Darstellung von Geraden und
Ebenen, Schnittmengen solcher, geometrische Interpretation bestimmter Abbildungen, insbeson-
dere geometrische Bedeutung von Eigenvektoren und Eigenwerten). Aber wenn wir nun Absténde
und Winkel betrachten wollen, brauchen wir eine Extrastruktur auf dem Vektorraum, die heifst
Skalarprodukt.

Wir werden uns in diesem Kapitel auf die Vektorrdume R™ beschrinken. Man kann das Konzept
des Skalarprodukts auch allgemeiner definieren und viele verschiedene Beispiele betrachten, aber
wir schauen uns nur dieses eine, das wichtigste, an.

A. Standardskalarprodukt

Wir kennen vielleicht aus der Schule im R? oder R? das Konzept des Skalarprodukts und der Léinge
von Vektoren:

o Fiir o = (31) und y = (1) ist o -y = (51 22) (y

Y2
o Die Linge ist |z| = /2% + 23 (nach Pythagoras).

Wir haben hier das Skalarprodukt als Matrixmultiplikation geschrieben: Vektoren kann man ja
nicht einfach miteinander multiplizieren, deswegen werden wir auch nicht mehr ,,z - ¢ schreiben,
aber wir kénnen einen Zeilenvektor mit einem Spaltenvektor per Matrixmultiplikation multiplizie-
ren und bekommen dann eine 1 x 1-Matrix, also eine reelle Zahl.

Mit dieser Schreibweise kdnnen wir auch sehr leicht nach R™ verallgemeinern:

> = Z1Y1 + x2Y2.

Definition 9.1: Das Standardskalarprodukt (auch euklidisches Skalarprodukt) auf R™ ist
die Funktion (—, —): R™ x R” — R definiert durch

T w2
(v,wy =wv w=(vl vy v vn) .
Wn,
n
= w1 +vWws + -+ VW, = Z VWi -
i=1

Die Norm (oder Lange) eines Vektors in R™ ist definiert als

[oll = v/<v, v).

Beispiel 9.2:
2
¢ Vektor v = (31> hat o] = /22 + (—1)2 + 32 + (=5)2) = /30.

- -3
o Fiir v wie oben und w = <_14> ist (v,wy=2-(=3)+(-1)-(—=4)+3-14+(=5)-0=2.
0
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KAPITEL 9. ABSTANDE UND WINKEL STANDARDSKALARPRODUKT

Es bleibt Thnen iiberlassen, ob Sie lieber (v, w) oder vTw schreiben.
A\ Aber wir schreiben nun nicht v - w, da dies zu Verwirrung fithren kann. Die Matrixmultiplika-
tionsschreibweise v7w ist ja wirklich nicht viel linger, und fiihrt zur korrekten Verwendung.

Ubung 9.3: Uben Sie in Numbas: Einfithrend: Skalarprodukt und Norm

Damit diese Norm wirklich eine Linge darstellt, sollte sie bestimmte Eigenschaften besitzen:

¢ Die Norm eines Vektors ist nicht-negativ.

¢ Der Nullvektor ist der einzige Vektor mit Norm 0.

¢ Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar multpiliziert die Norm des Vektors mit dem Betrag
des Skalars.

Wir erwarten vielleicht auch so etwas wie eine Dreiecksungleichung.

Wir werden auch einige Eigenschaften des Skalarprodukts sehen, ndmlich: Das Skalarprodukt

¢ ist linear in jedem Eintrag.
¢ ist symmetrisch.
o kodiert Orthogonalitit und Winkel.

Da wir die Norm tiber das Skalarprodukt definiert haben, fangen wir mit den Skalarprodukteigen-
schaften an.

Theorem 9.4: (Eigenschaften des Skalarprodukts)
Das Standardskalarprodukt (—, —): R™ x R® — R erfillt:
Fiir alle u,v,we R, \,ue R gilt

(i) O+ po,wy = Mu, wy + pv, wy und (v, \u + pw) = A, uy + pulv, w) (bilinear)
(ii) {v,w)y = {w,v) (symmetrisch)
(iii) {v,vy =0, und (v,v) =0<v =0 (positiv definit)

BewEIS. (i) Matrixmultiplikation ist linear (Prop. 1.63). Das gibt

, A+ pw) = v (M + pw) = Tu + poTw = Mo, u) + pv, w).

Wir bekommen die zweite Aussage, nachdem wir Symmetrie gezeigt haben.
(ii) (v,w) =vTw = (vTw)T = wTv = (w,v). Wir benutzen hier: wenn wir eine 1 x 1-Matrix (also
eine Zahl) transponieren, dndert sie sich nicht.
n n
Wir kénnten es auch explizit ausschreiben als (v, w) = Y v;w; = > w;v; = (w, v).
i=1 i=1

n n
(iii) (v,v) = X vv; = > (v;)?. Quadrate sind immer nicht-negativ, und die Summe von nicht-
i=1 i=1
negativen Termen ist nicht-negativ. Also ist (v,v) > 0.
Weiterhin ist (v,v) = v + --- + v2 = 0 genau dann wenn jeder Summand einzeln gleich Null
ist, weil ja alle nicht-negativ sind (also kann sich nichts gegenseitig autheben). Dies ist der
Fall genau dann wenn v = 0. ]

Diese Eigenschaften des Skalarprodukts geben sofort die Eigenschaften der Norm:

Korollar 9.5: (Eigenschaften der Norm)
Die Norm auf R™ erfillt: Fir alleveV, Ae R gilt
() [v] = 0. (i) v = 0 < v =0. (1i2) [ Aol = [Alfv].-

Beweis. Ubung. Benutzen Sie die Eigenschaften des Skalarprodukts. ]

Folgende leichte Umstellung der Definition der Norm ist super hilfreich:

[ol? = v, v).
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KAPITEL 9. ABSTANDE UND WINKEL STANDARDSKALARPRODUKT

Wir kénnen mit dieser Definition von Linge also jetzt auch Vektoren auf eine einheitliche Linge,
zum Beispiel Lange 1, normieren.

Definition 9.6: Ein Einheitsvektor oder normierter Vektor ist ein Vektor mit Norm 1.
Jeden Vektor v € R”, v # 0 kann man zu einem Einheitsvektor m’u normieren.

Beispiele 9.7: ¢ Alle Vektoren der Standardbasis sind Einheitsvektoren.
2

2
o Der Vektor v = (‘;) aus Beispiel 9.2 hat normierten Vektor u = ﬁfu =1 (‘1 )
=5

1

1
¢ Der normierte Vektor von v = ( . > € R™ ist %v.
. n

i

Ubung 9.8: Uben Sie in Numbas: Vektoren normieren.

Es wire schon, wenn wir auch die Dreiecksungleichung fiir diese Norm zeigen konnten. Dazu brau-
chen wir erst:

Proposition 9.9: (Skalarprodukt findet 0)
Fir ein v e R™ gilt (v,w) = 0 fir alle w € R™ genau dann wenn v = 0.

BEWEIS. Da (v, w) = 0 fiir alle w € R™, ist auch {v,v) = 0, und somit v = 0. Die andere Rich-
tung folgt, weil das Skalarprodukt linear im ersten Eintrag ist (,Eigenschaften des Skalarprodukts®,
Theorem 9.4), und lineare Abbildungen immer Null auf Null schicken. ]

Hiermit konnen wir jetzt beweisen:

Theorem 9.10: (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Fiir u,v e R™ gilt
Cu,v)? < Juf?|lv]?
(= Ku,v)| < [[ullv] vnd {u,v) < fuf|v])-
Gleichheit gilt genau dann wenn v = pv fir ein p € R. (Also genau dann wenn u,v kollinear
sind.)

BEwEIs. Wir betrachten (u + tv,u + tv) > 0, ein quadratisches Polynom in ¢, welches nicht-
negativ ist, weil das Skalarprodukt positiv definit ist (siche Theorem 9.4). Dies ist die Hauptidee
und der super schéne Trick dieses Beweises.

Wir haben
u+ to, u + tv) = (u, u) + tu, v) + v, u) + t2v, vy = |ul* + 2tu, v) + |v]*t2
Die Nullstellen dieses quadratischen Polynoms sind
—2(u,v) £ 1/(2¢u, v))? — 4ful2]v]?
2[vl?
Da wir wissen, dass das Polynom nicht-negativ ist, hat es genau eine oder keine Nullstellen. Also

muss die Diskriminante (der Ausdruck unter der Wurzel) nicht-positiv sein. (Diskriminante Null:
genau eine Nullstelle, Diskriminante negativ: keine reellen Nullstellen) Also ist

4w, v)* — Au*v]* < 0

was wir umformen koénnen zu

Cu, 0)? < vl
Wenn wir hier auf beiden Seiten die Wurzel ziehen, bekommen wir [(u,v)| < [ull|jv]. Aber da
(u,vy < [{u,v)|, kénnen wir auch sagen

(u,0) < lufJlvl]-
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Um bei der Diskriminante eine Gleichheit zu bekommen, brauchen wir {u + tv,u + tv) = 0. Dies
geschieht genau dann wenn u + tv = 0, also u = —twv fiir ein ¢. ]

Dies ist schon fiir sich eine schone Aussage. Wir kénnen sie auch benutzen fiir:

Korollar 9.11: (Dreiecksungleichung fiir Norm)
Fiir v,w e R™ gilt ||v + w| < |v]| + |w].

BEWEIS.
v+ w|? = v+ w,v +w)
= [ol* + 2¢v, w) + |w]?
< Jol? + 2] lw] + fw]? Cauchy-Schwarz
= (ol + Jwl)*
Dies gibt
lv+w| < o] + v
da beide Seiten nicht-negativ sind. 0

B. Orthogonalitit und Winkel

Wie ist das nun mit den Winkeln? Mit einem Diagram am Einheitskreis in R? kénnen wir sehen:
Fiir die zwei Einheitsvektoren z = (}) und y = (}}) haben wir

T1y1 + Toys = y1 = cosb.

Hier ist @ der Winkel von y zur positiven z-Achse, oder auch der Winkel zwischen x und y. Wenn
nun z = (1) ein beliebiger Einheitsvektor ist, konnen wir das verallgemeinern:

Wenn 6, der Winkel von x zur positive z-Achse ist und 0 der Winkel von y zur positiven x-Achse,
dann ist der Winkel zwischen x und y der Winkel § = (£)(0; — 62) (mit 0 < 6 < 180°). Weiterhin

sind z = (201), y = (°252), und

T1Y1 + Tay2 = cos by cos by + sin by sinhy = cos(f; — O3) = cosé.

Wir bekommen so also nur den kleineren Winkel zwischen z und y.
Insbesondere sehen wir, dass

x1y1 + z2y2 = 0 < z und y sind senkrecht zueinander.

Das geht nun auch alles in R™:

Definition 9.12: Zwei Vektoren v, w € R™ heifen orthogonal genau dann wenn (v, w) = 0.
Der Winkel 6 € [0, 180°) zwischen v, w € R™ ist definiert via

v, w)

[[vll{lwl

cosf =

Nach Cauchy-Schwarz ist der Ausdruck %

dann wenn v und w kollinear sind. Dies entspricht den Winkeln 0° und 180°.

immer zwischen —1 und 1, und er ist +1 genau

Beispiele 9.13: ¢ Die Standardbasisvektoren sind paarweise zueinander orthogonal.
o Wir berechnen den Winkel zwischen u; = (3) und uy = (3):

6+0 6 1 m
= —— = —, also § = 45° oder —.
VOV8  6v2 42 4

1 2
o In R* sind zum Beispiel v; = (_21> und vy = (_61> zueinander orthogonal:
3 2

(v1,09)=2—-2—-6+6=0

cosf =
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Ubung 9.14: Uben Sie in Numbas: Orthogonalitiit testen.

Wir kénnen uns fragen, welche Vektoren zu einem gegebenen Vektor orthogonal sind. Dies gibt
uns ein homogenes LGS mit genau einer Gleichung.

Proposition 9.15: Sei u € R™, u # 0. Die Menge {v € R™ | {u,v) = 0} aller Vektoren ortho-
gonal zu u ist ein Unterraum von R™ von Dimension n—1. Wir nennen sie eine Hyperebene.

U1l T
BEWEIS. Seienu = | ! |undv = | : [ Dann wird {u,v) = 0zuuiz1+-- +u,z, = 0, eine

Up, Ty
lineare Gleichung mit n Unbekannten. Solange u # 0, hat die reduzierte ZSF dieses LGS genau
eine fiihrende Eins, also n — 1 freie Variablen in der Losung. Daher ist die Losungsmenge dieses
homogenen Systems ein n — 1-dimensionaler Unterraum. ]

Beispiele 9.16: ¢ Fiir n = 2 haben wir zum Beispiel fiir u = (}) die Gleichung
(u,v)=1-21+1-22 =0 mit Losungsmenge Span ((1,)).
Dies ist eine Gerade durch den Ursprung, senkrecht zu u.
o Flirn =3 gibt u = G) die Gleichung x1 + x2 + x3 = 0. Die Losung dieses LGS ist

soan ((4,)- (1))

die Ebene, die orthogonal zu (%) ist. Wir konnen also sagen, dass u ein Normalenvektor
zu dieser Ebene ist. .
o Fir n = 4 bekommen wir dann mit v = (%) die Gleichung z; + 9 + 3 + x4 = 0. Die

1
Vektoren orthogonal zu u bilden also die 3-dimensionale Hyperebene mit Basis

(8)-(5)-(1)

¢ Dies kann man zu R" verallgemeinern.

1

1
Ubung 9.17: Finden Sie alle Vektoren, die zu u = (_% ) € R® orthogonal sind.
4

Wir sehen also, dass eine Normalendarstellung einer Ebene nur in R? funktioniert: in R” bekommen
wir so nicht eine Ebene, sondern eine Hyperebene, also einen Unterraum der Dimension n — 1. In
R? zum Beispiel eine Gerade. Und diese Normalendarstellung ist eigentlich nichts anderes als ein
LGS aus einer einzigen Gleichung.

Wir konnen dieses Konzept noch verallgemeinern:

Definition 9.18: Sei U ein Unterraum von R". Der Orthogonalraum, auch das orthogo-
nale Komplement, von U ist die Menge aller Vektoren in R”, die zu allen Vektoren in U
orthogonal sind.

Ut = {veR"| fiir alle u e U gilt (u,v) = 0}

Proposition 9.19: Jeder Orthogonalraum ist ein Unterraum von R™.

Beweis. Ubung. O
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Beispiele 9.20: Aus dem vorherigen Beispiel:
L
o Span((}))” = Span ((4)) -

. span(@l))lj son(8).(1)):
csm{() s ((1) (1)(1)

Was ist dann das orthogonale Komplement von ganz R"?  Skalarprodukt findet Null“ sagt uns:

Beispiel 9.21: Wir haben (R")* = {0}. Wir haben auch {0}+ = R".

Was ist die Dimension eines Orthogonalraums?

Proposition 9.22: Sei U ein Unterraum von R™. Dann gilt dim U + dim U+ = n.

BEWEIS. (Sketch). Sei dimU = k und seien uy,...,u; eine Basis von U. Dann ist U* die
Menge von Vektoren, die zu jedem Basisvektor orthogonal sind. Das gibt uns k& Gleichungen mit
n Unbekannten. Da die Basis linear unabhéngig ist, bekommen wir % fiihrende Einsen, und somit
n — k Spalten ohne fiihrende Eins. Somit hat die Lésungsmenge U+ die Dimension n — k. ]

Eigentlich kommt dieser Dimensionszusammenhang von
R"=UaU*
(Siehe direkte Summe in Abschnitt 2D.) Wir beweisen es hier nicht.

C. Orthonormalbasen

Im Kontext des Skalarprodukts gibt es eine Sorte von Basis, die uns vieles erleichtert.

Definition 9.23: Eine Menge oder Liste von Vektoren heifft orthogonal wenn die Vektoren
paarweise orthogonal sind.

Eine Menge oder Liste von Vektoren heift orthonormal wenn sie orthogonal ist und alle
Vektoren Einheitsvektoren sind (also Norm 1 haben). Eine Basis, die orthonormal ist, heifit
Orthonormalbasis (ONB).

Beispiele 9.24:
¢ Die Standardbasis in R™ ist eine ONB.
o vy =(})und vy = (}1) sind orthogonal, aber haben beide Norm /2. Also ist

1 1
V2 V2
eine Ol}IB von RZ. )

1 . . . . . .
ovr=(1),v= —01), vg = ( 12) sind eine orthogonale Basis von R3. Wir normieren sie
zu einer ONB

1 1 1
= ! 1 = ! -1 = ! 1
Uy = ——= aUg = —= , Uz = —=
! \/g 1 2 \/g 8 \/6 2

Man kann auch die Reihenfolge der Eintrige etwas mischen, bei allen gleichzeitig, und
bekommt weitere ONB von R3.
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o Nicht in Vorlesung. Man kann obige Idee erweitern auf R™:

1 1 1 1 1
-1 1 1
0 -2 2 2
. 0 0 —4 4
v = 1 ) U2 = 0 9 U3 = 0 ) V4 = 0 ) Us = -8 )
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
1 1 1
2° 20 20
2! 21 21
22 22 92
23 23
cey Vg = 2k.—3 ) ceey Up—1 = 24 ) Up = 24
72]@72
0 on—4 on—4
: _2n73 2n73
0 0 —gn—2

Diese Vektoren kann man jetzt noch normalisieren, um eine ONB zu erhalten. (Machen
wir hier nicht.)

Ubung 9.25: Uben Sie in Numbas: ONB oder nicht?

Man kann in den Beispielen leicht priifen, dass sie paarweise orthogonal sind und jeweils Norm 1
haben. Aber sind es dann auch automatisch Basen? Schonerweise ja.

Proposition 9.26: (Orthogonale Vektoren sind linear unabhéngig.)
Wenn vy, ...,vy orthogonal sind und alle v; # 0, dann sind die Vektoren linear unabhdngig.

BeweEls. Wir betrachten
Ao+ v =0
und wenden auf beiden Seiten (vi, —) an:

= )\1<U1,’Ul>+)\2<’l}1,’02>+ +>\n<”01,1)k> =0

= )\1<’()1,’U1>+0 =0

S )\1 =0
weil (vy,v1) = |v1||? # 0.
Genauso gibt Anwendung von {(v;, —) fiir alle i = 2,...,k, dass alle A; = 0. Also haben wir linear
unabhéngige Vektoren. O

Wenn wir also genau n orthogonale (oder orthonormale) Vektoren haben, dann haben wir eine
Basis von R™ (mit zwei fiir eins bei Basen).

Das schone an einer ONB ist, dass wir die Koordinaten beziiglich der ONB super leicht berechnen
kénnen.
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Proposition 9.27: (Koordinaten beziiglich ONB)
Wenn uy, ..., u, eine Orthonormalbasis bilden, dann gilt fir jedes v e R™:

v = (v, ugyuy + v, ugyus + - - + (v, Up Yty -

BEWEIS. Da uq,...,u, eine Basis bilden, gibt es Skalare A\; mit v = Adju; + - -+ + A\pu,. Dann

vyuiy = quy + -+ + Aptin, uiy
= Au, iy + o+ AU, Uy )
=20+ + 04+ A{us, u )+ 0+ -+ A0
=\

da (uj,u;y = 0 fiir j # ¢ und (u;,u;) = 1. O
Dies ist A\ sehr anders zum Finden von Koordinaten bei einer gewthlichen Basis! Dort miissen wir

ein LGS 16sen und alle Koordinaten zusammen finden, wihrend wir hier jeden einzelnen Koeffizi-
enten separat finden kénnen. Das ist super hilfreich.

Beispiel 9.28: Wir hatten oben die ONB

B (e DR ) I (R D
B A AR R B ViR

von R2. Um die Koordinaten von v = (73) beziiglich dieser Basis zu finden, berechnen wir:
o A = {v,u1) = i(( 4)-14+13-1) =
o )\2=<v,u2>=i( 4)-1+13-(-1))
Und als Probe: es ist in der Tat

T7
9 17 9 1 (1), -17 1 o—17) 1 (-8\ (-4
NG RGNV E B RNV 0+17) 2 \26) |13

Ubung 9.29: Uben Sie in Numbas: Koordinaten bzgl. ONB bestimmen.

i s\

Dies hat eine schone Anwendung, die uns spéter bei Abstéinden sehr helfen wird.

Beispiel 9.30: Wir betrachten die Gerade Span ((})), und den Vektor v = (73). Was ist
der Abstand von v zur Gerade (also der kleinste Abstand von v zu einem Punkt auf der
Geraden)?

Wir wissen schon, dass es der senkrechte Abstand ist. Aber wie finden wir den Punkt auf der
Gerade, der uns diesen senkrechten Abstand gibt?

Wir haben
) _9 1 1) cr o
13) V2 V2 V2 2\~
wobei (1) L (). Der Teil u = %( ) ist also der Punkt auf der Geraden, der sozusagen

,senkrecht unter v liegt. Also ist der Abstand von v zur Geraden die Norm von v — u, der

Abstand von v zum Punkt w. _7127 ‘ % ( }1), der orthogonal zur Geraden ist.

&\

Wir projezieren also v auf U und berechnen dann den Abstand von v zu diesem Punkt.

Definition 9.31: Sei U ein Unterraum von R™ und wuq, ..., u; eine Orthonormalbasis von U.
Die orthogonale Projektion ist die lineare Abbildung pry;: R” — U mit

pry (v) = (v, ur)ur + v, ugpug + - - - + (v, Up YUk

LAAG Seite 131 erstellt von Julia Goedecke, 2024


https://wwwpub.zih.tu-dresden.de/~jugo878d/Numbas/KoordinatenONBasis/

KAPITEL 9. ABSTANDE UND WINKEL ABSTANDE

Wir sehen, das schone hier ist, dass wir dazu nur die Basis von U brauchen. Wenn wir dies mit
gewoOhnlichen Basen machen wiirden, miissten wir erst mal zu einer Basis von ganz R" erweitern,
dann das LGS I6sen, um die ganze Basisdarstellung von v zu bekommen, und dann nur den Teil
nehmen, der in U liegt.

1 1 1
Beispiel 9.32: Sei U = Span (uwl— (_01>7u~2_ ( : )> in R*. Sei v = (%)
0 —4 4

Um die orthogonale Projektion pr;;(v) von v auf U zu berechnen, brauchen wir zuerst eine
ONB von U. Die Vektoren u; und u3 bilden eine Basis von U und sind orthogonal (weil
{ui,uzy =1—1+0+ 0 =0), aber sie haben nicht Norm 1. Wir normieren sie also zu

oy
17\/5 87 2 = /722 _24‘

pry (v) = (uy, vyur + (ug, vyug

Dann ist

1 1
1 1 | -1 1 1
=—(1-2+4040)- — +—(14+246—16)—
ﬁ< ) V210 \/22( )\/22 2
0 —4
1 1 —-18 -9
1] -1 1] 1 4 1 1|2
210 2 2| 22|14 11| -7
0 —4 28 14
D. Abstinde

Wir konnen jetzt Abstinde von einem Punkt zu einem Unterraum berechnen. Wir haben oben
schon erwdhnt, schreiben es aber noch mal auf:

Definition 9.33: Der Abstand d(v,u) von Punkt v zu Punkt u ist ||v — ul].

Proposition 9.34: Der Abstand d(v,U) von Punkt v zu einem Unterraum U von R™ ist
d(v,U) = [lv = pry ()]

BeEWwEIS. Wir miissen zeigen, dass v — pry;(v) orthogonal zu jedem Vektor in U ist. Dies ist
dann der senkrechte Abstand von v zu einem Punkt in U.
Sei up, ..., ur eine ONB von U. Also ist pry(v) = (ug, vyug + - - - + (ug, vyug.
Wir haben fiir u € U: u = A\qjug + - - - + Apug, weil uq, ..., uy eine Basis von U ist. Wegen Linearitét
im ersten Eintrag des Skalarprodukts reicht es also zu zeigen, dass v — pry; (v) orthogonal zu jedem
Basisvektor wu; ist. Wir haben

(ui, v = pry(v)) = (i, v) — (ui, pry (v))
= (ui, v) — {uq, {ur, vyuy + -+ {ug, V)uR)

= <uivv> - <u1,v><ui,u1> - <uivv><ui7ui> - <uk7v><uivuk>

= {uj,vy—0—- —ujvy-1—---—0

=0
Hier haben wir benutzt, dass u,...,u; eine ONB sind, also ist {u;,u;) = 0 fir ¢ # j, und
Somit ist v — pry;(v) orthogonal zu jedem Element von U, und damit der kiirzeste Abstand von v
zu einem Punkt auf U. O
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Beispiel 9.35: Mit U und v wie in Beispiel 9.32 haben wir

oo |- D))

10 10 104/3
/922 922 42 2 — —
11\/ T2 4243 = V3 =

Wie konnen wir jetzt den Abstand von einem Punkt zu einer Ebene (oder anderem Unterraum)
berechnen, die nicht durch den Ursprung geht?

Beispiel 9.36: Sei E = {b + suj + tug | s,t € R} eine Ebene, die nicht durch den Ursprung
geht, und sein v € R™ ein weiterer Punkt. Dann ist d(v, E) = d(v — b, E — b), und E — b ist
nun wieder eine Ebene durch den Ursprung. Wir verschieben einfach alles um b wieder auf
den Nullpunkt.

E. Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Wir haben gesehen, dass wir fiir Abstdnde und orthogonale Projektion eine Orthonormalbasis
brauchen. In den bisherigen Beispielen hatten wir schon eine orthogonale Basis, die wir leicht
normieren konnten. Aber was ist, wenn wir eine Basis gegeben haben, die nicht orthogonal ist?
Mit dem folgenden Algorithmus konnen wir sie in eine orthogonale Basis des selben Unterraums
verwandeln. Der Algorithmus ist am besten an einem Beispiel vestandlich, deswegen fangen wir
damit an.

Beispiel 9.37: (Gram-Schmidt Orthogonalisierung)

Seien vy = G),vg = (%),’Ug = (é), welche eine Basis von R? bilden. Wir werden diese

Basis Schritt fiir Schritt in eine Orthonormalbasis von R? umwandeln.

o Wir fangen an mit uy = v; = (i

o Nun benutzen wir die Methode, Koeffizienten bzgl. einer ONB zu bestimmen (Prop. 9.27),
um den Anteil von ve abzuziehen, der in Richtung uy geht:

W= - M () -2 = [
2 = U2 H/'UTIH2 1= 5 3\ =

W= o=
v
Il
L =
/~
(=

)
—

Wl

(Wir brauchen hier w weil wir u7 noch nicht normiert haben.)
o Fiir den dritten Vektor ziehen wir die Komponenten in Richtung beider vorherigen Vektoren
ab:

(v, ur) ~  (v3,Uz)~ (é) _ 1(
0

Uz = V3 — ~——LU] — ~——~—LUy =
S e - Pl

Nun kénnen wir priifen
o {u1,uz) =0 o (ut, ug) = 0 o (uz,uz) =0
(Vergleichen Sie mit dem Beispiel in R? aus Beispiel 9.24.)

Nun kénnen wir alle Vektoren normieren und bekommen
1 1 /1
Ul = ;U1 = 1 y

Wl o=

U2 = 7——7U2 =

v
Il
Sl

(=)
/N
(Y

3]
N—

B
|
|
ok
~
|

Z
1 1(%1) 1(11)
Uz = =us = T\ -1 | = —F/=\|—
e T S\ T\

eine Orthonormalbasis.
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Wir bemerken etwas sehr besonderes iiber diese neue Basis:
Span(u;) = Span(vy), Span(uy,us) = Span(vy, va), Span(uy,us,uz) = Span(vy, ve, v3).

Dies ist sehr schon, weil wir zum Beispiel eine besondere Richtung, etwa eine Eigenvektorrich-
tung, beibehalten kénnen, und wir kdnnen auch eine Basis eines Unterraums orthogonalisieren
und bekommen wieder eine Basis des Unterraums.

Hier ist also der allgemeine Algorithmus.

Theorem 9.38: (Gram-Schmidt Orthogonalisierung)

Aus einer Basis vy,vs,...,v, von R™ kann mit folgenden Schritten eine Orthonormalbasis
Uy, U, konstruiert werden, mit der Eigenschaft Span(vy,--- ,vg) = Span(uy, - - ,uk) fir
jedes k=1,---,n

< u~1 = V1

o Uy = Vg — <ﬁ’5fﬁ§>ﬂf (subtrahiere den Anteil von vy der in Richtung ui geht)
© Uz = U3 — <W§7E uy — <Wu % Us (subtrahiere Anteile in Richtungen wy und uz)
o

o Uy, = Z %UZ (subrahiere Anteile in alle vorherigen Ricthungen)
o Fir jedes k, uk = Ii Uk - (normiere alle Vektoren)

|k

BEweEIs. Fiir Interessierte
Wir priifen zuerst, dass uy, 4; orthogonal sind, fiir k& # [. Wir beginnen mit 1 und 2:

— — Vo, UL )~
(@5, @3y = (@, (v — <|;2>u1>>

= {uy,va) — <1”}2’ u;><u1, ury (linear im zweiten Eintrag)
= (uy, vay — {v2,u7 ) (Def der Norm)
=0 (symmetrisch)
Nun nehmen wir an, dass fiir ein bestimmtes k < n die Vektoren u7, ..., uy alle orthogonal zuein-

ander sind, also (u;, ;) = 0 fiir alle ¢ # j < k. Dann betrachten wir u,1:

{ly, upy1y = kg1 — <Uk+17:z>7fi
i= ]_ Hqu

= (U, Vk41) — Z <Uk+~1|72uz>< Uy, Uiy (linear im zweiten Eintrag)

<vk+1,m>< 7, D

= (Uy, Vk41) — AR (nach Annahme sind die anderen 0)

=0

Also folgt mit vollstandiger Induktion, dass alle 4; paarweise orthogonal sind. Daher bilden die
normierten Vektoren u; eine orthonormale Liste.
Aus der Konstruktion ist klar, dass Span(vy,...,v;) = Span(uy,...,u) fir jedes k =1,...,n. O

Ubung 9.39: Sei U = Span | v; =

— O N

U3 = ) ein Unterraum von R%.

—_
—_

Bestimmen Sie mit Gram-Schmidt eine ONB fiir U.
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F. Abstinde und Winkel: Study guide

Konzeptiibersicht.

¢ Standardskalarprodukt, Norm, und Verbindung zwischen beiden
Eigenschaften des Skalarprodukts: bilinear, symmetrisch, positiv definit.
Eigenschaften der Norm, die wir von einer ,Linge* erwarten
Einheitsvektoren, Vektoren normieren

Skalarprodukt findet 0

Cauchy-Schwarz Ungleichung

Dreiecksungleichung der Norm

Orthogonale Vektoren, Winkel zwischen zwei Vektoren
Hyperebene orthogonal zu einem Vektor

Orthogonalraum, Zusammenspiel der Dimensionen
Orthonormalbasis (ONB)

Liste von orthogonalen Vektoren ist linear unabhéngig

Spezielle Form der Koordinaten bzgl. ONB

Orthogonale Projektion

Abstand von Punkt zu Punkt, von Punkt zu Unterraum
Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Skills.

Skalarprodukt von zwei Vektoren bestimmen

Norm eines Vektors bestimmen

Winkel zwischen zwei Vektoren bestimmen

Eigenschaften des Skalarprodukts fiir Umformungen benutzen
Vektor zu Einheitsvektor normieren

Bestimmen, ob zwei Vektoren orthogonal sind

Bestimmen, ob eine Liste von Vektoren orthogonal oder orthonormal ist
Koordinaten bzgl. einer ONB finden

Orthogonale Projektion eines Vektors berechnen

Abstand von einem Vektor zu einem Unterraum berechnen
Mit Gram-Schmidt eine ONB aus einer Basis berechnen

[ R R R VIR e IR VR IR e I B e SR R IR o

<

<&
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